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1. Wstep. Celem pracy bylo zbadanie stanu naprezeh w obszarze styku dwéch
walcdéw obciazonych opréez sit normalnych takze sitami stycznymi (rys. 1), Dla
potwierdzenia wynikéw otrzymanych na drodze teoretycznej wykonano pewne
badania elastooptyczne na dociskanych w odpowiedni sposéb krazkach. Badania
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Rys. 1

te jak tez ich wyniki byly referowane na I sympozjum z zakresu elastooptyki
w 1. 1962 [1, 2]. Azeby wyniki z badan plaskiego stanu naprgzenia mozna bylo wy-
korzysta¢ dla rozwazania plaskiego stanu odksztaicenia, przeprowadzono |analizg
opisang ponizej. Wyniki tej analizy mialy da¢ odpowiedZ, na ile stuszne sa dane
otrzymane z badan elastooptycznych przy rozwazaniach wytgzenia materiatu w ob-
szarze styku dwéch dociskanych do siebie walcéw. Jak wiadomo, dokladny obraz
stanu naprezeit w takich elementach mozemy otrzymaé metoda zamrazania badajac
obcigzone dwa walce z mas optycznie czulych. Brak stanowiska do badania metoda
zamrazania zmusil autora do badania stanu naprezen metoda elastooptyczng
w obcigzonych tarczach okraglych (krazkach), zamiast w obcigzonych modelach
walcowych.

2. Analiza. W przypadku zloZonych stanéw naprezen o wyteZeniu materialu wg
hipotezy 7, decydowaé beda maksymalne wartoSci naprezefi stycznych okre§lone
wzorem

max
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gdzie o, jest najwigkszym naprezeniem gléwnym, a ¢y najmniejszym napreZeniem
gtéwnym.

Jezeli glowne naprezenia w rozpatrywanym punkcie dociskanych do siebie dwoch
walcdw sa odpowiednio réwne, oy, 0,, 0y, a zarazem ¢, == 0y = 0y, {0 najwieksze
naprezenic styczne obliczyé mozna ze wzoru (2.1). Naprezenie to dziala w plasz-
czyznie nachylonej pod katem 45° do plaszczyzny maksymalnego 1 minimalnego
naprezenia gidwnego.

Rozpatrzmy stan naprezen w obszarze styku dociskanych do siebie dwéch walcdw
jak na rys. 2. '

Rys. 2

Wartosci naprezen gtéwnych dla strefy styku dwoch dociskanych do siebie walcdw
(rys. 2) obliczyé mozna wg wzordw (2.2)-(2.4):

(2.2) 01 = 0y,

L] I
239 1= 0= 25T g AT
) A e T

Wedtug wzordw (2.2)—(2.4) obliczyé mozna naprezenia gléwne dla plaskiego stanu
naprezenia, ktore oznaczono indeksami rzymskimi oraz dia plaskiego stanu odksztat-
cenia, oznaczone indeksami arabskimi. Warto$¢é najwickszego glodwnego naprezenia
o1 wg oznaczen wzordw (2.2)-(2.4) jest dla pewnych obszardw styku walcow réwna
o.. Wartoéci naprezen oy, 0,, 0, i ,, dla obszaru styku obliczy¢ mozna wg wzoréw
(2.5)-(2.8)

A
2.5) o‘x=—p02v%[ —;——1J,
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(2.8) Tyz - DPo- 7!. b222 \l/bz__{_l ’
gdzie A jest najwigkszym pierwiastkiem réwnania
y2 22 _ )
prit=b

b oznacza pol szeroko$ci powierzchni styku walcow, v jest wspo}czynmklem Pois-
sona, p,— najwigkszym naciskiem na pownerzchm styku.

Poréwnujac wartodct naprezen glownych obliczonych wg wzoréw (2.2)-(2.5)
mozna bylo stwierdzié, ze spetniaja one nieréwnosci oy = o, = o, tylko w warstwie
do glebokoéei 0,2b. Ponizej tej warstwy warto$é naprezenia o) = o, << 0y, Czyli

Rys. 3

pomiedzy napreZeniami gléwnymi zachodzi tam zaleinoéé, o, > oy == 05, wobec
czego warto$é 7., (dla plaskiego stanu odksztalcenia w naszym przypadku) mozna
obliczyé zgodnie z wczeéniejszym oznaczeniem naprezen wg wzoru:

1 1
(2.9 Tmax = 7(0'2—0'3) = “2‘(0'1_0‘11)-

Ogolnie znany wzor na warto$é 7,,, dla plaskiego stanu naprezenia ma postaé:

1
(2~10) Thmax = 7(‘71_‘0'11) .

Warto$¢ naprezeni oy i o', dla tego stanu obliczyé mozna wg wzoréw (2.3) i (2.4).
Warto$¢ v, wg wzoru (2.10) otrzymaé mozna réwniez na drodze badan elasto-
optycznych. Poniewaz wzér (2.9) jest identyczny ze wzorem (2.10) przy rozpatry-
waniu warstw na glebokodci >0,2b, mozemy zatem uzyska¢ wynikt dla 7,,, Wg
wzoru (2.9) na podstawie badan elastooptycznych. Dla potwierdzenia tych wynikéw
wykonano badania elastooptyczne otrzymujac obraz izochrom jak na rys. 3.
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Podobnie jak dla obcigzenia tylko normalnego dwdch walcow przeprowadzono
rozwazania teoretyczne dla przypadku obciazenia jak na rys. 1. Wartosci naprezen
0., Oy, 0, 1 T,, od obciazenia tylko stycznego mozna obliczyé wg wzoroéw [4]:

(2.11) Oy = 4T e~tcosn,
7h
@1 0, = % [2e‘4‘cosn——sh§sinn Chz%i—stn] ,
(2.13) oz=~—% ShESi“"c’hT;i%s’Zf
(2.14) Ty = Tpp = % [e‘ésinn—shé‘sinn(l — mf—sizcim)] ,

gdzie 7= uP, P jest obcigzeniem normalnym walcéw, v oznacza wspolezynnik
Poissona, p wspdtczynnik tarcia (sczepienia),

{=£&4im, y=bchécosy, z=bsh&siny.

Dla tak obcigzonych walcéw (rys. 1) obliczono wartofci naprezen oy, 0y, 0, 1 Ty,
metoda superpozycji, a nastgpnie wg wzoréw (2.2)-(2.4) obliczono takze wartosci
0y, 05 1 03 dla u=0,2;0,310,5.

3. Wyniki. Dla potwierdzenia, Ze trzecia sktadowa naprezenia o, nie wplywa na
wytezenie materialu wg hipotezy 7, (oczywiscie z wyjatkiem warstw tuz przy
powierzchni 1 tylko dla pewnych wartosci wspolczynnika p), wykonano przeliczenia
Toae = Ot dla obszaru styku krazkéw, czyli dla plaskiego stanu naprezenia (na
rys. 4-7 wartosci (o0;—0y,)/p, przedstawiono linig ciagla) oraz dla walcdw, czyli dla
plaskiego stanu odksztalcenia (na rys. 4-7 wartosci (o;—o0;)/p, przedstawiono linia
przerywang). Wykresy na rys. 4a—4f sg dla p = 0,0, wykresy na rys. Sa-5f dla
u=0,2, wykresy na rys. 6a—6f dla u = 0,3, wykresy na rys. 7a-7f dla p =0,5.
Na podstawie wynikdéw przedstawionych przy pomocy wykreséw mozna potwier-
dzi¢ wniosek postawiony we wstepie: aby otrzymaé obraz izochrom dla plaskiego
stanu odksztalcenia, mozemy wykonaé badania elastooptyczne na modelach w po-
staci tarczy otrzymujac wyniki poprawne. Réznice pomiedzy warto$ciami naprezen
zastepczych, podanymi na wykresach, zarysowuja sie tylko dla obszaréw blisko
powierzchni styku walcéw do glebokoéei z < 0,25, a w osi symetrii walcdw max,
0,45 dla wspétczynnikéw p = 0,0; 0,2; 0,3, za$§ dla u = 0,5 nie ma zadnych réznic
(na wykresach linie przerywane podajace wartoéci (o,—0,)/p, pokrywaja si¢ z liniami
ciaglymi przedstawiajacymi warto$ci (o;—a1,)/Dy-

4. Przykladowe obliczenia. Celem badan elastooptycznych bylo potwierdzenie wy-
nikéw otrzymanych na drodze teoretycznej (rys. 8-10 i rys. 3).

a) Dla przyktadu poréwnane zostang wyniki otrzymane dla stosunkow sily
stycznej do normalnej 0,3; 0,2; 0,0. Dane otrzymane z badan elastooptycznych dla
u = 0,3 przedstawia obraz izochrom (rys. 10), wyniki za§ analizy teoretycznej
przedstawiono wykre§lnie na rys. 6.
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Na podstawie wykresu z rys. 6b stwierdzamy, Ze z wyjatkiem warstwy przy-
powierzchniowej najwigksze wytgzenie materiatu wynosi 0,680 p,y, czyli mozemy
zgodnie ze wzorem (2.9) (poniewaz warstwa rozpatrywana lezy ponizej 0,2b) na-
pisac:

4.1) op—03 = 0,680 p,.

Warto$¢ p, obliczono ze znanego wzoru Hertza dla wartodci nacisku na osi
symetrii w przypadku obcigZzenia normalnego

R,+R,
4, = 0,418/ gE--+ T
(4.2) Po ]/q RR, ’

gdzie g oznacza obciazenie normalne przypadajace na cm diugoéci krazka (walca),
E jest modulem sprezystosci, Ry i Ry oznaczaja promienie krazkéw dociskanych.

Rys. 8

Rys. 9

W naszym przypadku przy badaniach elastooptycznych dane potrzebne do obli-
czenia warto§ci p, wynosily: g = 96,5 kG/em, E = 45-10° kGjcm?, Ry = R, =
= 8,6 cm. '
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Po podstawieniu danych do wzoru (4.2) otrzymamy warto$¢ py = 422 kG/cm?,
Jezeli wartoéé p, wstawimy do wzoru (4.1), otrzymamy wartos¢ maksymalnego
wytezenia materialu wg danych teoretycznych. A zatem

Go—0y = 422 kG/em?- 0,680 = 288 kG/cm?.

Zbadajmy teraz, ile wynosi maksymalna warto$¢ o;,—oy; otrzymana na podstawie
wynikéw badan elastooptycznych, tj. za pomoca obrazu izochrom.

Na rysunku 10, przedstawiajacym izochromy dla u = 0,3, najwyzszy rzad izo-
chromy wynosi m = 10, a zatem zgodnie ze wzorem (2.9) mozZemy napisaé:
4.3) 01— = Og—03 = mK.

Jezeli do wzoru (4.3) wstawimy rzad izochromy m = 10, a zamiast K (stalej mode-
lowej) warto$é 29,4 kG/em?*rz*iz. otrzymamy:

o,—0y = 294 kG/cm?.
Poréwnujac wynik teoretyczny 288 kG/em? z wynikiem otrzymanym przy pomocy

badan elastooptycznych 294 kGj/em? mozemy stwierdzié, Ze réznica wynosi za-
ledwie 2%, co mieSci si¢ w granicach dopuszczalnego bledu. -

Rys. 10 -

b) Dla stosunku sity stycznej do normalnej u = 0,2 ekstremalne warto$ci naprezeft
zastgpezych wynosza zgodnie z wykresem na rys. 5b:
03—03 = 0,660 p, = 0,660 * 422 kG/cm? = 278 kG/cm?,
wg za$§ danych do$wiadczalnych (rys. 9)
o—0y = K+ m= 280 kG/cm?,

Réznica pomigdzy wartoscia teoretyczna a do$wiadczalng jest bardzo mata.

c) Podobre obliczenia poréwnawcze mozna wykona¢ dla takiego samego obcig-
Zenia normalnego (walcédw-krazkow) gdy u = 0. Wtedy o,—03 w punkcie zwanym
czesto punktem «Bielajewa» wyniesie wg danych teoretycznych:

Oy—03 = 0,6 p, = 0,6 - 422 kG/em® = 253 kG/cm?,
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za§ wg danych dodwiadczalnych (rys. 3)
o—0; = K*m=250 kG/cm?,

a wiec réznica jest znikoma.

5. Wrioski. 1. Najistotniejszym problemem, ktéry zostat wyjasniony przy pomocy
badan elastooptycznych, jest fakt, ze w miarg wzrostu sily stycznej punkt naj-
wiekszego wytezenia materiatu zmienia polozenie przesuwajac sie wzdluz linii
Iaczacej punkt «Bielajewa» ze skrajnym punktem zetkniecia.

Pekniecia, jakie zachodza podczas pracy elementéw takich jak walce, maja kie-
runek zgodny z kierunkiem przesuwania si¢ punktu maksymalnego wytezenia.

2. W przypadku badania wytezenia w obszarze styku dwéch walcdw lub ele-
mentéw o powierzchniach walcowych wzglednie do nich zblizonych, jak np. po-
wierzchnie zgbdw két zgbatych, krzywek itp., mozna badaé metoda elastooptyczng
odpowiednio obcigzone tarcze otrzymujac wyniki dos¢ poprawne. Badanie elasto-
optyczne modeli plaskich jest tatwiejsze niz badanie elementéw (w rozwazanym
przypadku) walcowych, ktére nalezy wczesniej «zamrazad», a nastgpnie cigé
1 dopiero badaé pod polaryskopem. Metoda «zamrazania» jest nie tylko drozsza,
lecz takze bardziej pracochtonna.
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Peswome

X BONPOCY OB HUCIIOJIE30OBAHUN METOIOA $OTOVIIPYTOCTH
I UCCIIENOBAHUIN HAIIPSDKEHHOCTH MATEPHAJIA
Y PACITIPENEJIEHUS] HANPSDKEHUI B KOHTAKTHLIX 3AHAUAX

3aaya cOCTOSINA B MCCIEJOBAHMIO HANPSHKEHHOrO COCTOSIHMNS B O0JACTH CILIKA JBYX LHJIHH-
[IPOB, HATPY)(EHHLIX HOPMAJIbHBIMM M KACATENbHLIMK CHAAME, C DPA3JIMYHBIM HMX OTHOIUEHHEM.
Jlnst nopTBep KAEHNUS PE3YNLTATOR, MOJYUEHHbIX H3 TEOPETHUECKHX PACCYKACHUIT, MPOBOIHITICH
KOHTPOJNIbHBIE QOTOYIIPYTHE HMCCIIEAOBAHMSA, TIPHIKHMAENMBIX JIPYT K PYLY, HBYX KPYIJIBIX JAMC+
KOB. YTIOMSHYTbIE BbLILE HCCIIEOBAHUA ONHCAHBI B JOKNage «hoTOYIpPYTHE MCCIENOBaHUA,
KOHTAKTHBIX HANPSMKEHME B Ciyuae OBYX IRUIHHAPOB» HA I Cumnosuyme 10 (HOTOYNpPYyrocTH
B 1962 r.

OTCYTCTBHE CTEH[a JUIA MCCIENOBaHME Nno (OTOYIPYTOMY METONY «3aMOPAYKHUBAHMSA » BhI3BAJIO
HEOOXOAUMOCTh MCCIIENOBAHNA JBYX NPMXKHMAEMBLIX APYT K JPYTY JWCKOB, B MECTO JIBYX IIpH-

8 Mechanika teoretyczn:
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YKEMAEMBIX MUAHHAPOB, [T TOrO uTOBLI NPOBECTH TAKHE ONBITLI, C NENBIO NIOATBEpIKEHHst
PE3YNETATOB BBITEKAIOUIHX H3 TEOPETHUECKHX HCCHEJOBaHmi, NMPOBENEH OLUT aHaim3, KOTOpPLIit
[IOKa3aJ1 :

a) UTO PA3NIUHE MEXIY PE3IYIIBTATaMM, IOJYUCHHBIMH Ha OCHOBE TEODPETHUECKHMX DaCCyiK-
JIEHHY ¥ MCQIEROBaHUM, NPOBENEHHLIMH MO METONY (POTOYNPYrOCTH, NOABNSETCH JIMIIL BOIU3N
TIOBEPXHOCTH CThIKA, JO Iriyouunl 0,26 (6 — MONOBMHA LUMPHHLI MOBEPXHOCTH CTBIKA [IBYX
NPIDKUMAEMBIX K cefe IHMIIMHAPOR); '

§) UTO C POCTOM KacaTeNILHOM HArpysi(l CIIOM C pasHBIMH Pe3yNLTATANH YMEHLUIAETCSI.

Hnke yrasamioro Cjosi BLIYACHEHHBIE IO H30OPAYKEHUSIM H30XPOM 3HMAUEHHST HANpPSAMKEINT
JIOJDKHBI COTTIACOBBIBATLCS CO SHAYEHHSIMM HANIPSDKEHWH, OJYUEHIIBIMH HA OCHOBAHME TEOpE-
THYECKHX PACCYIKIEHHE,

D10 yTREPIKAEHHE UMEET OUEHh BDKHOC JHAUEHHME B CIyuae HCCICNOBANHSA PACTIPENEIIEHUS
HANpPs;YKEHUH B OYCHB MAaNbIX OONACT/X KOHTAKTa JBYX, MPWKUMAEMBIX APYT K ADYTY TeJ.

Summary

ON THE POSSIBILITY OF APPLICATION OF PHOTO-ELASTICITY
TO THE ANALYSIS OF STRESS DISTRIBUTION IN CONTACT PROBLEMS

The aim of the paper is to analyse the stress distribution in the constact zone of two cylinders
simultaneously loaded by normal and tangential forces for various ratios of both the forces. The
theoretical results were verified by photo-elastic investigation, using as a model two flat discs in
order to avoid the method of the “frozen” stress field.

Since the planc stress photo-clastic model is used for experimental verification of the plain strain
solution, an analysis is given, which shows that:

a) the differences between theoretical plane-strain and experimental plain-stress results appear
only within the thin layer below the constact surface, the thickness of the layer being not
greater than 0,2b, where b is one half of the width of the contact surface,

b) the thickness of the layer in which the differences are observed, decreases with the increase

of the tangential force.
Below that layer the values of stresses obtained from the isochromatic pattern should be in

agreement with their theoretical values.
This is an important point, in the case when the stress distribution is investigated within very
small contact areas of two compressed bodies.

Praca zostala zlozona w Redakeji dnia 9 kwietnia 1965 r.



