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W niniejszym przegladzie omowimy pewna klase zagadnien z mieszanymi
warunkami brzegowymi, nazywang czasem klasg zagadnien o nieciaglych
warunkach brzegowych. Omawiaé bedziemy wigce takie rodzaje mieszanych
warunkéw brzegowych, przy ktérych punkty nieregularne brzegu (zalomy) nie
pokrywaja sie z punktami rozgraniczajacymi rézne warunki brzegowe, Jed-
nym z licznych przykladéw zagadnien, ktérych w tym przegladzie nie bedziemy
rozpatrywaé, beda plyty prostokatne o réinych warunkach brzegowych na
poszczegélnych bokach brzegu plyty, ale jednakowe na danym boku prosto-
kata,

Rozpatrywaé bedziemy zagadnienia z mieszanymi warunkami brzegowymi
w mechanice ciala stalego w podanym powyzej sensie, opublikowane przez
autoréw polskich w czasopismach krajowych i zagranicznych. Prace te mozna
grupowaé przyjmujac za punkt wyjscia rézne kryteria, a wigc na przyklad
wedlug dzialdéw mechaniki stosowanej jak teoria tarcz, plyt, powlok, klasyczna
teoria sprezystosci, termosprezystoéé itp. Mozna je réwniez omawia¢ w porzadku
chronologicznym ich powstawania. W naszym przegladzie odnodne prace
bedziemy rozpatrywaé¢ wedlug zastosowanych metod matematycznych. Wy-
mietimy gléwne metody, ktérymi postugiwali sie autorzy prac, a wiec:

1) sprowadzenie zagadnienia do réwnan calkowych pierwszego rodzaju
i nastepnie przybliZone lub $cisle (w pewnych prostszych przypadkach) ich
rozwijzanie;

2) sprowadzenie zagadnienia do réwnan catkowych drugiego rodzaju;

3) zastosowanie metody réwnan calkowych singularnych;

4) zastosowanie calek Fouriera lub Hankela lub metody transformacji cal-
kowych z nastgpujgcym rozwigzaniem ukiadu dualnych réwnan catkowych
lub wyznaczeniem wspélczynnikéw w ukladzie duvalnych szeregéw;

5) zastosowanie metody Wienera-Hopfa.

Pracg, ktéra w Polsce zapoczatkowala badania nad zagadnieniami o mie-
szanych warunkach brzegowych, byt artykut W. Nowacgieco [1]. Zastoso-
wana metoda sprowadzala zagadnienia plyty z mieszanymi warunkami brze-
gowymi do réwnania catkowego pierwszego rodzaju lub uktadu réwnan catko-
wych pierwszego rodzaju w zaleznosci od tego, ile jest odcinkéw o réznych
warunkach brzegowych. Autor wymienionej pracy zajmuje si¢ wigc, w danym
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konkretnym przypadku, rozwigzaniem réwnania biharmonicznego z nastepu-
jacymi warunkami brzegowymi:

w =0, Z—Z: =0 na czedci brzegu plyty,

(1.1)

w =0, V2w =0 na pozostalej czedci brzegu plyty.

Powyzsze warunki brzegowe odpowiadajg plycie na czeéci brzegu swobodnie
podpartej, a na pozostalej—utwierdzonej zupelnie. Na wstepie rozwazan zostat
przyjety tak zwany «uklad podstawowy», jakim jest plyta na calym obwodzie
swobodnie podparta. Dobér takiego, a nie innego ukladu podstawowego jest
uwarunkowany znajomo$cig prostego rozwigzania zagadnienia dla plyty swo-
bodnie podpartej. Korzystajgc z zasady superpozycji ugiecie plyty mozna
przedstawié jako sume ugiecia od dzialajacego obcigzenia w, dla ukltadu pod-
stawowego oraz ugiecia od momentéw utwierdzenia. Oznacza to, Ze wymagana
jest znajomo$¢ funkeji Greena, w tym przypadku ugiecia ptyty spowodowanego
dzialaniem skupionego momentu jednostkowego na brzegu plyty—ukladu
podstawowego. Otrzymujemy nastepujace wyrazenie na ugiecie plyty:

(1.2) w(x,9) =w,(¥,7) + [ M w, (£, 0; x,9)dE,

(4
gdzie w, jest funkcjg Greena od momentu jednostkowego, a M(x) momentem
na utwierdzonej czeéci brzegu plyty. Nieznany rozklad momentu utwierdzenia
zostanie wyznaczony z warunku, Ze kat-ugiecia na utwierdzonej czgsci brzegu
jest réwny zeru, czyli z nastepujgcego réwnania catkowego pierwszego rodzaju:

3w1(§ 0;x,0)

(1.3) fM@ ~0.

W innych przypadkach mieszanych warunkéw brzegowych, w szczegélnosei
dla podpér liniowych wewnatrz obszaru plyty, réwnanie posiada t¢ samg po-
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sta¢. Na ogél powyzsze réwnania catkowe rozwigzuje si¢ w sposéb przyblizony
sprowadzajac je do ukladu liniowych réwnan algebraicznych. W pracy [1]
przyklad i dyskusje rozwigzania podano dla pétpasma plytowego, w ktérym
czgs$¢ krétszego brzegu jest utwierdzona zupelnie. '
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Metode t¢ W. Nowacki i inni autorzy rozszerzyli na szereg innych przypad-
kéw. Rozszerzenie to poszlo w trzech kierunkach: pierwszy dotyczy innych
ksztaltow plyt, drugi uwzglednia drgania i wyboczenie, wreszcie trzeci przenosi
metode na inne zagadnienia, mianowicie na teori¢ powlok, tarcz i klasyczne za-
gadnienia teorii sprezystosci. Wymienimy prace W.NowackIEGo [2, 3] dotyczace
plyt prostokgtnych i plyt o ksztaltach, ktére mozna zlozy¢ z prostokgtéw. Roz-
patrzono tu migdzy innymi przypadek plyty na czesci brzegu swobodnej,
a na cze$ci swobodnie podpartej. Proste przyklady mieszanych warunkéw
brzegowych w przypadku dzialania temperatury rozpatruje Z. THRUN [4].
Zagadnienia dynamiczne i utraty statecznosci dla plyty prostokatnej zostaly
rozpatrzone w pracach [5 1 6], a dla ptyty kolowej w pracach [7 i 8]. Zagadnie-
niami drgan i statecznosci ptyt podpartych w przesle i o nieciaglych warunkach
brzegowych zajmuje si¢ S. KaLisk1 w pracach [11 i1 12]. Z innych prac wymie-
nimy [13 i 14], w ktérych rozpatrzono podpory liniowe w obszarze plyty kolowe;j
oraz prace [15], w ktérej zagadnienie zostalo rozszerzone na przypadek miesza-
nych warunkéw brzegowych w powloce walcowe;. Rozszerzenie metody réwnan
catkowych pierwszego rodzaju na mieszane zagadnienia brzegowe teorii spre-
zystodel ma miejsce w pracach W. Nowackieco [9 i 10].

Przez zastosowanie tego samego toku rozumowania co poprzednio do plyt
ze sprezystym utwierdzeniem i podparciem oraz plyt spoczywajacych na spre-
zystym podiozu winklerowskim W. Nowackx 1 5. Kariskr [16 1 17] uzyskali
nowe rozszerzenie samej metody. Tym razem zagadnienie zostato sprowadzone
do réwnania calkowego drugiego rodzaju lub ukladu tych réwnan. Referat

na ten temat zostal wygloszony na IX Kongresie Mechaniki Stosowanej (Bruk-
sela, 1956).

Przypusémy dla przykladu, Zze tak jak poprzednio mamy do czynienia z plyta
prostokatna, swobodnie podpart jako ukladem podstawowym. Zalézmy obec-
nie, ze na odcinku o-c plyta jest sprezyécie utwierdzona (lecz sztywnie pod-
parta); mozemy wtedy przyjaé, ze kgt nachylenia stycznej do powierzchni
na zamocowanym odcinku jest proporcjonalny do momentéw utwierdzenia.

Otrzymujemy wiec z tego warunku nastgpujgce réwnanie catlkowe drugiego
rodzaju

dw 1 _ Ow,
4 =M =7

+ [ a2 0500 g,
0

skad zostanie wyznaczony nieznany rozklad momentéw sprezystego utwier-
dzenia.

A. KACNER, wykorzystujac powyzszy sposéb sprowadzenia zagadnienia
do réwnan calkowych drugiego rodzaju, uzyskal rozwigzanie zamknigte dla
pétpasma plytowego w pewnym szczegblnym przypadku nieciagloéci warunkéw
podparcia i ustalit osobliwos$ci poszukiwanej funkcji momentu brzegowego.
Otrzymal on rozwiazanie przechodzae do granicy z wartoscia wspélczynnika
podatliwosci [18, 19, 20]. W pracy [21] rozwiazujac odpowiednie réwnanie

2 Mechanika teoretyczna
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catkowe A. KacNER podal sposéb eliminowania wplywu osobliwosci jgdra
na dokladno$¢ wyniku. Prace [22, 23 i 24] tego autora oparte s3 na koncepcji
dwéch ukiadéw podstawowych, z ktérych uzyskuje sie dwie grupy sprz¢zonych
zwigzkdw zawierajacych wszystkie nieznane wielko$ci brzegowe, zaréwno
statyczne, jak i geometryczne. Zwiazki te pozwalajg na ustalenie charakteru
osobliwoscei funkcji rozwiazujgcych i na sprowadzenie zagadnienia do réwnan
catkowych drugiego rodzaju.

Sformulowanie zagadnienia dla mieszanych warunkéw brzegowych w teorii
sprezystosci w oparciu o twierdzenie Bettiego z wykorzystaniem funkcji Greena
podat W. Nowack1l w pracy [25].

H. Zorski [26-29] przedyskutowat charakter osobliwodci powstajacych
przy réznych kombinacjach warunkéw brzegowych dla plyt w ksztalcie pot-
plaszczyzny, éwiartki plaszczyzny i pélpasma plytowego, uwzgledniajac réwniez
plyty anizotropowe [28]. Sposéb rozwigzania zagadnieh jest nastepujjcy:
autor wprowadza dwa potencjaly biharmoniczne, za pomocg ktérych mozna
wyrazi¢ ugigcie i kgt nachylenia stycznej do powierzchni ugiecia plyty:

(1.5)
[ e®d v v(£)de
Pl(x,y)——ﬂ—i o Pylx, y) = fﬁm

gdzie

P(x) = 2 w(x,0),  p(x) = w(s, 0).

W podobny sposéb Wprowadzono dwa potencjaly w przypadku, gdy na
brzegu znane jest ugiecie i laplasjan ugiecia: ‘

(1.6)
Py(x,y) = = f y ?d_gx)z, Py(x,y) fln [y2 (6 — %] p () dé,
gdzie

w(x) = Viaw(x, 0).

Po zbadaniu wartoéci brzegowych wprowadzonych potencjatéw i ich pochod-
nych znalezione zostaty odpowiednie wyrazenia na wielkosci statyczne. W opar-
ciu o otrzymane wzory na odcinku, na ktérym dane jest ugigcie i jego laplasjan,
dobrano w ten sposéb kgt ugiecia, aby byl spelniony warunek na laplasjan
ugigcia. W wyniku otrzymano réwnanie catkowe silnie osobliwe pierwszego
rodzaju z jadrem Cauchy’ego:

1.7) f"’g(f_)‘;’f Fx), wxeL.

Poniewaz jadro zawiera jedynie cze$é charakterystyczng, réwnanie rozwigzuje
si¢ w postaci catek okreslonych. W podobny sposéb H. ZoRrsk1 otrzymat roz-
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wigzanie dla brzegu na czeécei utwierdzonego, a na pozostalej czesci swobodnego.
Otrzymane wyniki pozwolily na wyjasnienie szeregu kwestii zwiazanych z wy-
stepujacymi osobliwoéciami. Przytoczono szereg zamknigtych wyrazed na
wielko$ci statyczne i geometryczne. W przypadku éwieréplaszczyzny rozpatrzono
zagadnienia, gdy jeden brzeg jest swobodnie podparty, a drugi podparty w spo-
séb nieciagly. Wyniki pozwalajg réwniez na wyjadnienie osobliwosci w rogu
plyty. Metode réwnan catkowych singularnych wykorzystano jeszcze w pracy
W. PiecHockizco i H. ZorskiEGo dotyczacej termosprezystego zagadnienia
klina [33].

W. Nowackr [31] wykorzystujagc wiasnosci catek Hankela i przedstawiajgc
rozklad temperatury w postaci takiej calki rozwigzal zagadnienie termosprezy-
stoéci dla pélprzestrzeni, w ktérej na plaszczyinie ograniczajgcej temperatura
T =T, dla r < a, natomiast jej gradient 07 /dx = 0 dla r > a. Metoda trans-
formacji catkowych zostala zastosowana w wielu pracach. Sprowadzenie za-
gadnienie brzegowego do rozwigzywania dualnych réwnan catkowych zastoso-
wano w kilku przypadkach zagadnien z mieszanymi warunkami brzegowymi;
i tak zagadnienie termosprezystosci dla szczeliny osiowo-symetrycznej w prze-
strzeni termosprezystej rozwigzano w pracy [35]. Na powierzchni szczeliny
dana byla temperatura albo jej gradient. Uklad dualnych réwnan catkowych
otrzymujemy w sposéb nastepujacy. Przypusémy, ze rozpatrujemy przypadek
polprzestrzeni sprezystej ogrzanej na powierzchni ograniczajacej na kole 7 < 1
i izolowanej dla r > 1. Rozwiazanie zagadnienia stacjonarnego sprowadza si¢ do
rozwigzania réwnania Laplace’a z warunkami brzegowymi

oT(r,0) _

7E 0.

T(r, 0) =v(),

Po wykonaniu transformacji Hankela zerowego rzedu na réwnaniu Laplace’a
otrzymamy réwnanie rézniczkowe zwyczajne

s 2| T =
(E{ - § ) T - O)
ktérego rozwigzaniem jest

T, z) = A(E)e~%= .

Po wstawieniu powyzszego wyrazenia jako funkcji podcaltkowej do wzoru na
transformacje odwrotng i wykorzystaniu warunkéw brzegowych otrzymamy
nastepujgce réwnania, zwane dualnymi réwnaniami catkowymi, z ktérych
wyznacza si¢ nieznang funkcje A4 (&):

[ ea®F@dyde =Ciy(), r<i,
(1.8) ¢ .

[ &A@ rede =0, r>1.
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Poniewaz rozwigzanie tego typu réwnan jest znane, wystarczy obecnie, przynaj-
mniej z punktu widzenia formalnego, wstawi¢ obliczone A(¢) do wzoru na
T(&, 2) i wykonaé transformacjg odwrotng otrzymujjc rozkiad temperatury.
Podobny tok postepowania ma miejsce w innych przypadkach. Przykiadem
wykorzystania tej metody jest zastosowanie jej do zagadnied plytowych [34]
oraz osiowo-symetrycznego zagadnienia w teorii sprezystosci [36]. Prace Z. Or-
Losia [37 i 38] réwniez traktujg o zagadnieniu szczeliny i naprgzeniach w jej
poblizu.

R. Sorrcki [39] otrzymal rozwigzanie dla izotropowych plyt prostokatnych
ze szczeling réwnolegla do jednego z brzegéw plyty. W pracy tej rozpatrzono
drgania i zginanie plyty i podano przyktady oraz odpowiednie wykresy.

W ciagu ostatnich trzech lat rozwigzano szereg zagadnienn dotyczacych nie-
ciggltych warunkéw brzegowych przez sprowadzenie ich do réwnania catkowego
typu Wienera-Hopfa, ktére nastepnie rozwigzuje si¢ w sposdb przyblizony.
Wykonanie transformacji Fouriera na réwnaniu rézniczkowym czastkowym
sprowadza je na ogél do mastepujacego problemu. Nalezy znaleZé nieznane
funkcje @, (a) i ¥_(«) zwigzane réwnaniem funkcjonalnym

(1.9) A(a) B () + Bla) ¥_(o) + C(a) =0,

ktére jest spelnione w pasmie 7. <7 < 1,, —0co < o < co plaszczyzny ze-
spolonej @ ==¢-ir (parametr transformacji). Przy tym @,(a) powinna by¢
regularna w pélplaszczyznie v >v_,a ¥_(a) w pdlplaszczyinie r < 7,; funkcje
A(a), B(a) i C(a) sa znanymi funkcjami a regularnymi w rozpatrywanym
pasmie. Podstawowe przyjecie przy rozwigzywaniu powyzszego rownania, beda-
cego przypadkiem szczegdlnym zagadnienia Riemanna-Hilberta, polega na tak
zwanej faktoryzacji, to znaczy znalezieniu funkcji K, (a) regularnej i nie
posiadajacej punktéw zerowych w pélplaszczyinie 7 > 7_ oraz funkeji K_(a)
regularnej i nie posiadajgcej zer w poélplaszczyZnie 7< v, i spelniajgcych
zwigzek:

A(a) _ Ki(a)

Bla) K_(a)

W prostszych przypadkach funkcje K,(a) i K_(a) udaje si¢ odgadnaé. Istniejg
réwniez inne metody ich wyznaczania. W wielu zagadnieniach mozna postuzy¢
si¢ sposobem przyblizonym polegajacym na zastgpieniu funkcji K, () i K_(a)
prostszymi spelniajgcymi nastepujace wymagania:

1) nowe funkcje K,(a) i K_(a) nie réznig si¢ znacznie od K ,(a) i K_(a) wzdhuz
linii, wzgledem ktérych dokonujemy faktoryzacji,

2) zachowujg si¢ tak samo dla |¢| — 01 |a] = oo,
_3) sg prostsze, jezeli chodzi o rozklad pierwiastkéw réwnania K, (a) =0,
K (a) =0.

Stosujac powyzsza metode M. Soxorowski [40] podal rozwiazanie dla nieskon-
czonego pasma plytowego swobodnie podpartego na szerokoséci 25, a na pozostalej
czgdci brzegu zamocowanego sprezyécie. Z innych prac wymienimy prace
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M. SOKOLOWSKIEGO [41]; rozwigzano w niej zagadnienia przewodnictwa ciepl-
nego dla diugiej warstwy, ktérej krawedZ dolna utrzymywana jest w stalej
temperaturze, krawedZ gérna jest czeSciowo termicznie izolowana, a na pozo-
stalej czesci wyplyw ciepla jest proporcjonalny do temperatury brzegu warstwy.
Praca [42] tego samego autora dotyczy niecigglego zagadnienia brzegowego
tarczy o ksztalcie klina na czeéci brzegu podgrzanego, a na czesci izolowanego
(zagadnienie przewodnictwa cieplnego). Naprezenia w sztywnie utwierdzonej
warstwie sprezystej znaleziono w pracy [43]. Nieskoficzona warstwa sprezysta
jest swobodna na cze$ci ¥ << 0 1 jest $ciskana doskonale sztywnymi blokami
o krawedziach ostrych lub zakrzywionych na cze$ei » > 0. Podobne zagadnie-
nie warstwy sprezystej swobodnej dla @ < 0 i $ciskanej w ten sposéb, ze prze-
mieszczenia # i v sg odpowiednio proporcjonalne do naprezefi stycznych
i normalnych rozwigzal M. MarczyXsk1 [44]; ten sam autor rozwigzal réwniez
zagadnienie klina sprezystego z danymi przemieszczeniami na czeéci brzegu
[45]. M. MaTczyKskI i M. SOKOLOWSKI rozwigzali ponadto zagadnienie pasma
plytowego na czesci brzegu spreziyécie utwierdzonego, a na czedci swobod-
nego [46].
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Peawmne

OB 30P TIOJNBCKHMX PABOT KACAIOIUXCS 3A0AY C TIEPEPRIBHBIMRM
KPAEBBEIMHM YCIIOBHAMH B TEOPUYM VIIPYTOCTH

Jaercsi 06sop npubnuantensro 50-Ti paGor nonsckux apropop. PaSoThl JUCCKYTHPYIOTCAR
B COITACHHM C MATEMATHUYCCKHUMH METOAAMU, NPH MOMOUIN KOTOPBIX PELUCHEI 3afaun.

REVIEW OF THE POLISH PAPERS CONCERNING THE PROBLEMS WITH
DISCONTINUOUS BOUNDARY CONDITIONS IN THE THEORY OF ELASTICITY
About 50 recent papers by Polish authors on the above problem are discussed. Some mathema-

tical methods of solutions are presented.

ZAKLAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGEYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlosona w Redakcji dnia 19 pasdziernika 1963 r.



