
MECH AN IK A
TEORETYCZNA
I  STOSOWANA

1, 2 (1964)

PRZEGLĄ D  POLSKICH  PRAC  DOTYCZĄ CYCH  ZAGADNIEŃ  Z  MIESZANYM I
WARUNKAM I  BRZEGOWYMI W  TEORII  SPRĘ Ż YSTOŚ CI

ZBIGNIEW  OLE SI AK  (WARSZAWA)

W  niniejszym  przeglą dzie  omówimy  pewną   klasę   zagadnień  z  mieszanymi
warunkami  brzegowymi,  nazywaną   czasem  klasą   zagadnień  o  niecią gł ych
warunkach  brzegowych.  Omawiać  bę dziemy  wię c  takie  rodzaje  mieszanych,
warunków  brzegowych,  przy  których  punkty  nieregularne  brzegu  (załomy) nie
pokrywają   się   z  punktami  rozgraniczają cymi  róż ne  warunki  brzegowe.  Jed-
nym z licznych przykładów zagadnień, których w  tym przeglą dzie  nie  bę dziemy
rozpatrywać,  bę dą   płyty  prostoką tne  o  róż nych  warunkach  brzegowych  na
poszczególnych  bokach  brzegu  płyty,  ale  jednakowe  na  danym  boku  prosto-
ką ta.

Rozpatrywać  bę dziemy  zagadnienia  z  mieszanymi  warunkami  brzegowymi
w  mechanice  ciała  stałego  w  podanym  powyż ej  sensie,  opublikowane  przez
autorów  polskich  w  czasopismach  krajowych  i  zagranicznych. Prace  te  moż na
grupować  przyjmując  za  punkt  wyjś cia  róż ne  kryteria,  a  wię c  na  przykł ad
według  działów mechaniki  stosowanej  jak  teoria  tarcz,  płyt,  powłok,  klasyczna
teoria sprę ż ystoś ci,  termosprę ż ystość  itp. Moż na je  również omawiać w porzą dku
chronologicznym  ich  powstawania.  W  naszym  przeglą dzie  odnoś ne  prace
bę dziemy  rozpatrywać  według  zastosowanych  metod  matematycznych.  Wy-
mień my  główne metody,  którymi  posługiwali  się   autorzy  prac, a  wię c:

1)  sprowadzenie  zagadnienia  do  równań  całkowych  pierwszego  rodzaju
i  nastę pnie  przybliż one  lub  ś cisłe  (w  pewnych  prostszych  przypadkach)  ich
rozwią zanie;

2)  sprowadzenie  zagadnienia  do  równań  całkowych  drugiego  rodzaju;
3)  zastosowanie  metody  równań  całkowych  singularnych;
4)  zastosowanie  całek Fouriera  lub  Hankela  lub  metody  transformacji  cał-

kowych  z  nastę pują cym  rozwią zaniem  układu  dualnych  równań  całkowych
lub  wyznaczeniem  współczynników  w  układzie  dualnych  szeregów;

5)  zastosowanie  metody  Wienera- Hopfa.
Pracą,  która  w  Polsce  zapoczą tkowała  badania  nad  zagadnieniami  o  mie-

szanych  warunkach  brzegowych,  był   artykuł   W.  NOWACKIEGO  [1].  Zastoso-
wana  metoda  sprowadzała  zagadnienia  pł yty  z  mieszanymi  warunkami  brze-
gowymi  do  równania całkowego pierwszego rodzaju  lub  ukł adu  równań  cał ko-
wych  pierwszego  rodzaju  w  zależ noś ci  od  tego,  ile  jest  odcinków  o  róż nych
warunkach  brzegowych.  Autor  wymienionej  pracy  zajmuje  się   wię c,  w  danym
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konkretnym  przypadku,  rozwią zaniem  równania  biharmonicznego z nastę pu-
ją cymi  warunkami  brzegowymi:

w  =  0,
dw

(1.1)

=  0  na czę ś ci  brzegu  pł yty,

w  =  0,  V2w> = 0  na pozostał ej  czę ś ci  brzegu  pł yty.

Powyż sze  warunki brzegowe  odpowiadają  pł ycie na czę ś ci  brzegu  swobodnie
podpartej,  a na pozostał ej—utwierdzonej zupeł nie. Na wstę pie  rozważ ań został
przyję ty  tak zwany  «ukł ad  podstawowy»,  jakim  jest  pł yta  na cał ym  obwodzie
swobodnie  podparta.  Dobór  takiego,  a nie innego  ukł adu  podstawowego  jest
uwarunkowany  znajomoś cią  prostego  rozwią zania  zagadnienia  dla pł yty  swo-
bodnie  podpartej.  Korzystając  z  zasady  superpozycji  ugię cie  pł yty  moż na
przedstawić  jako  sumę  ugię cia  od  dział ają cego  obcią ż enia wp  dla  ukł adu  pod-
stawowego  oraz  ugię cia  od  momentów utwierdzenia.  Oznacza to, że wymagana
jest  znajomość  funkcji  Greena, w tym przypadku ugię cia  pł yty spowodowanego
dział aniem  skupionego  momentu  jednostkowego  na  brzegu  pł yty—ukł adu
podstawowego.  Otrzymujemy  nastę pują ce  wyraż enie  na ugię cie pł yty:

(1.2) w(x,y)  = ! ;  x,y)d£,

gdzie  zox jest  funkcją  Greena od momentu jednostkowego,  a M(x) momentem
na  utwierdzonej  czę ś ci  brzegu  pł yty. Nieznany rozkł ad momentu utwierdzenia
zostanie  wyznaczony  z warunku, że kąt ugię cia na utwierdzonej  czę ś ci  brzegu
jest  równy zeru, czyli z nastę pują cego  równania cał kowego  pierwszego  rodzaju:

(1.3) f
dn d , dn

W  innych  przypadkach  mieszanych  warunków  brzegowych,  w szczególnoś ci
dla  podpór  liniowych  wewną trz  obszaru  pł yty,  równanie  posiada  tę samą  po-

Rys. 1

stać.  Na ogół  powyż sze  równania  cał kowe rozwią zuje  się w sposób  przybliż ony
sprowadzając  je  do ukł adu  liniowych  równań  algebraicznych.  W  pracy  [1]
przykł ad  i  dyskusję  rozwią zania  podano dla pół pasma  pł ytowego,  w  którym
czę ść  krótszego  brzegu  jest  utwierdzona zupeł nie.
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Metodę  tę  W.  NOWACKI   i inni autorzy  rozszerzyli  na szereg  innych  przypad-
ków.  Rozszerzenie  to  poszło  w  trzech  kierunkach:  pierwszy  dotyczy  innych
kształ tów płyt, drugi  uwzglę dnia  drgania  i wyboczenie,  wreszcie  trzeci  przenosi
metodę  na inne zagadnienia,  mianowicie na teorię  powłok,  tarcz  i  klasyczne  za-
gadnienia teorii sprę ż ystoś ci. Wymienimy  prace W.N OWACKIEGO  [2,3] dotyczą ce
pł yt prostoką tnych  i  pł yt  o kształ tach, które  moż na  złoż yć z prostoką tów.  Roz-
patrzono  tu  mię dzy  innymi  przypadek  pł yty  na  czę ś ci  brzegu  swobodnej,
a  na  czę ś ci  swobodnie  podpartej.  Proste  przykłady  mieszanych  warunków
brzegowych  w  przypadku  działania  temperatury  rozpatruje  Z.  TH RUN  [4],
Zagadnienia  dynamiczne  i  utraty  statecznoś ci  dla  płyty  prostoką tnej  zostały
rozpatrzone w  pracach  [5  i 6], a dla  płyty kołowej w  pracach  [7  i 8].  Zagadnie-
niami drgań  i statecznoś ci  pł yt podpartych w  przę ś le  i o niecią głych  warunkach
brzegowych  zajmuje  się   S.  KALISK I   W pracach [11  i  12]. Z  innych  prac  wymie-
nimy  [13 i 14], w których rozpatrzono podpory  liniowe w obszarze pł yty kołowej
oraz pracę   [15], w której  zagadnienie  zostało rozszerzone  na przypadek  miesza-
nych warunków  brzegowych  w  powłoce walcowej.  Rozszerzenie  metody  równań
całkowych  pierwszego  rodzaju  na  mieszane  zagadnienia  brzegowe  teorii  sprę-
ż ystoś ci  ma miejsce  w  pracach  W.  NOWACKIEGO  [9  i  10],

Przez  zastosowanie  tego  samego  toku  rozumowania  co  poprzednio  do  płyt
ze  sprę ż ystym  utwierdzeniem  i  podparciem  oraz  pł yt  spoczywają cych  na  sprę-
ż ystym  podłożu winklerowskim  W.  NOWACKI   i  S.  KALISK I   [16  i  17]  uzyskali
nowe  rozszerzenie  samej  metody.  Tym  razem  zagadnienie  zostało  sprowadzone
do  równania  całkowego  drugiego  rodzaju  lub  układu  tych  równań.  Referat
na  ten temat został  wygłoszony  na IX  Kongresie  Mechaniki  Stosowanej  (Bruk-
sela,  1956).

Przypuś ć my  dla przykładu, że  tak jak  poprzednio  mamy  do  czynienia  z płytą
prostoką tną,  swobodnie  podpartą   jako  układem podstawowym.  Załóż my  obec-
nie,  że  na  odcinku  o- c  pł yta  jest  sprę ż yś cie  utwierdzona  (lecz  sztywnie  pod-
parta);  moż emy  wtedy  przyją ć,  że  ką t  nachylenia  stycznej  do  powierzchni
na  zamocowanym  odcinku  jest  proporcjonalny  do  momentów  utwierdzenia.
Otrzymujemy  wię c  z  tego  warunku  nastę pują ce  równanie  całkowe  drugiego
rodzaju

(1.4)  ^  =   -

skąd  zostanie  wyznaczony  nieznany  rozkład  momentów  sprę ż ystego  utwier-
dzenia.

A.  KACNER,  wykorzystując  powyż szy  sposób  sprowadzenia  zagadnienia
do  równań  całkowych  drugiego  rodzaju,  uzyskał   rozwią zanie  zamknię te  dla
półpasma płytowego  w  pewnym  szczególnym  przypadku  niecią głoś ci  warunków
podparcia  i  ustalił   osobliwoś ci  poszukiwanej  funkcji  momentu  brzegowego.
Otrzymał   on  rozwią zanie  przechodząc  do  granicy  z  wartoś cią   współ czynnika
podatliwoś ci  [18,  19,  20].  W  pracy  [21]  rozwią zując  odpowiednie  równanie

2 Mechanika  teoretyczna
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cał kowe  A.  KACNER  podał   sposób  eliminowania  wpływu  osobliwoś ci  ją dra
na  dokł adność wyniku.  Prace  [22,  23  i  24]  tego  autora  oparte  są   na  koncepcji
dwóch  układów podstawowych,  z których uzyskuje  się   dwie  grupy  sprzę ż onych
zwią zków  zawierają cych  wszystkie  nieznane  wielkoś ci  brzegowe,  zarówno
statyczne,  jak  i  geometryczne.  Zwią zki  te  pozwalają   na  ustalenie  charakteru
osobliwoś ci  funkcji  rozwią zują cych  i  na  sprowadzenie  zagadnienia  do  równań
całkowych  drugiego  rodzaju.

Sformułowanie  zagadnienia  dla  mieszanych  warunków  brzegowych  w  teorii
sprę ż ystoś ci  w oparciu o twierdzenie  Bettiego  z wykorzystaniem  funkcji  Greena
podał   W.  NOWACKI   w  pracy  [25].

H .  ZORSKI   [26- 29]  przedyskutował   charakter  osobliwoś ci  powstają cych
przy  róż nych  kombinacjach  warunków  brzegowych  dla  płyt  w  kształcie pół-
pł aszczyzny,  ć wiartki  płaszczyzny  i  półpasma płytowego, uwzglę dniając  również
pł yty  anizotropowe  [28].  Sposób  rozwią zania  zagadnień  jest  nastę pują cy:
autor  wprowadza  dwa  potencjały  biharmoniczne,  za  pomocą   których  moż na
wyrazić  ugię cie  i  ką t  nachylenia  stycznej  do  powierzchni  ugię cia  pł yty:

(1.5)

gdzie

j^w(x,0),  f(x)  =   w(x,  0).

W  podobny  sposób  wprowadzono  dwa  potencjały  w  przypadku,  gdy  na
brzegu  znane  jest  ugię cie  i  laplasjan  ugię cia:

(1.6)

gdzie
H(x)  = V2TO(X,  0).

Po zbadaniu wartoś ci  brzegowych  wprowadzonych  potencjałów i  ich pochod-
nych  znalezione zostały odpowiednie wyraż enia  na wielkoś ci  statyczne. W  opar-
ciu o otrzymane wzory  na odcinku, na którym  dane jest ugię cie  i jego  laplasjan,
dobrano  w  ten  sposób  ką t  ugię cia,  aby  był   spełniony  warunek  na  laplasjan
ugię cia.  W  wyniku  otrzymano  równanie  całkowe  silnie  osobliwe  pierwszego
rodzaju  z  ją drem  Cauchy'ego:

Ponieważ  ją dro  zawiera  jedynie  czę ść  charakterystyczną,  równanie  rozwią zuje
się   w  postaci  całek okreś lonych.  W  podobny  sposób  H.  ZORSKI  otrzymał  roz-
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wią zanie  dla brzegu  na czę ś ci utwierdzonego, a na pozostałej czę ś ci  swobodnego.
Otrzymane wyniki  pozwoliły  na wyjaś nienie  szeregu  kwestii  zwią zanych  z  wy-
stę pują cymi  osobliwoś ciami.  Przytoczono  szereg  zamknię tych  wyraż eń  na
wielkoś ci statyczne  i geometryczne. W przypadku ć wierć plaszczyzny  rozpatrzono
zagadnienia,  gdy jeden  brzeg jest swobodnie  podparty, a drugi  podparty w  spo-
sób  niecią gły.  Wyniki  pozwalają   również  na  wyjaś nienie  osobliwoś ci  w  rogu
płyty.  Metodę   równań  całkowych  singularnych  wykorzystano  jeszcze  w  pracy
W.  PIECHOCKIEGO  i  H .  ZORSKIEGO  dotyczą cej  termosprę ż ystego  zagadnienia
klina  [33].

W.  NOWACKI   [31]  wykorzystując  własnoś ci  całek  Hankela  i  przedstawiając
rozkład  temperatury w  postaci  takiej  całki  rozwią zał   zagadnienie  termosprę ż y-
stoś ci  dla  półprzestrzeni, w  której  na  płaszczyź nie  ograniczają cej  temperatura
T  =   To  dla  r <  a,  natomiast jej  gradient  dT\dz  — 0 dla  r  >  a.  Metoda trans-
formacji  całkowych  została  zastosowana  w  wielu  pracach.  Sprowadzenie  za-
gadnienie  brzegowego  do  rozwią zywania  dualnych  równań  całkowych  zastoso-
wano  w  kilku  przypadkach  zagadnień  z  mieszanymi  warunkami  brzegowymi;
i  tak  zagadnienie  termosprę ż ystoś ci  dla  szczeliny  osiowo- symetrycznej  w  prze-
strzeni  termosprę ż ystej  rozwią zano  w  pracy  [35].  Na  powierzchni  szczeliny
dana  była  temperatura  albo  jej  gradient.  Ukł ad  dualnych  równań  całkowych
otrzymujemy  w sposób  nastę pują cy.  Przypuś ć my,  że  rozpatrujemy  przypadek
półprzestrzeni  sprę ż ystej  ogrzanej  na powierzchni  ograniczają cej  na kole  r  <  1
i  izolowanej  dla r  >  1. Rozwią zanie  zagadnienia stacjonarnego  sprowadza  się   do
rozwią zania  równania  Laplace'a  z  warunkami  brzegowymi

Po  wykonaniu  transformacji  Hankela  zerowego  rzę du  na  równaniu  Laplace'a
otrzymamy  równanie  róż niczkowe  zwyczajne

którego  rozwią zaniem  jest

Po  wstawieniu  powyż szego  wyraż enia  jako  funkcji  podcałkowej  do  wzoru  na
transformację   odwrotną   i  wykorzystaniu  warunków  brzegowych  otrzymamy
nastę pują ce  równania,  zwane  dualnymi  równaniami  całkowymi,  z  których
wyznacza  się   nieznaną   funkcję

J  SA(S)yo{rS)dS  =  Ciy(r) t  r<\ ,

(1.8)
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Ponieważ  rozwią zanie  tego  typu  równań jest znane, wystarczy obecnie, przynaj-
mniej  z  punktu  "widzenia  formalnego,  wstawić  obliczone  A(C)  do  wzoru  na
T(£, z)  i  wykonać  transformację  odwrotną  otrzymując  rozkł ad  temperatury.
Podobny  tok  postę powania  ma  miejsce  w  innych  przypadkach.  Przykł adem
wykorzystania  tej  metody  jest  zastosowanie  jej  do  zagadnień  pł ytowych  [34]
oraz osiowo- symetrycznego  zagadnienia w teorii sprę ż ystoś ci  [36]. Prace Z.  OR-
Ł OSIA  [37  i  38]  również  traktują  o  zagadnieniu  szczeliny  i  naprę ż eniach w  jej
pobliż u.

R.  SOŁ ECKI   [39]  otrzymał   rozwią zanie  dla  izotropowych  pł yt  prostoką tnych
ze  szczeliną  równoległą  do jednego  z brzegów  pł yty. W  pracy  tej  rozpatrzono
drgania  i  zginanie  pł yty  i  podano przykł ady  oraz odpowiednie wykresy.

W  cią gu  ostatnich  trzech  lat  rozwią zano  szereg  zagadnień  dotyczą cych  nie-
cią gł ych  warunków  brzegowych  przez  sprowadzenie  ich  do równania cał kowego
typu  Wienera- Hopfa,  które  nastę pnie  rozwią zuje  się  w  sposób  przybliż ony.
Wykonanie  transformacji  Fouriera  na  równaniu  róż niczkowym  czą stkowym
sprowadza  je  na  ogół   do  nastę pują cego  problemu.  Należy  znaleźć  nieznane
funkcje  &+(a)  i  lP- (o)  zwią zane  równaniem  funkcjonalnym

(1.9)  A  (a) cp+(a) + B(a) W_(a) + C(a)  = 0 ,

które  jest  speł nione  w  paś mie  T_  <  x <  r+ ,  —co <  a <  oo  pł aszczyzny  ze-
spolonej  a  — a- \ - ir  (parametr  transformacji).  Przy  tym  <P+(a)  powinna  być
regularna  w  pół pł aszczyź nie r  > T _ , a !F _ ( a )w  pół pł aszczyź nie T < T + ;  funkcje
A{a),  B(a)  i  C(a)  są  znanymi  funkcjami  a  regularnymi  w  rozpatrywanym
paś mie. Podstawowe  przyję cie  przy  rozwią zywaniu  powyż szego równania, bę dą-
cego  przypadkiem  szczególnym  zagadnienia  Riemanna- Hilberta, polega  na  tak
zwanej  faktoryzacji,  to  znaczy  znalezieniu  funkcji  K+(a)  regularnej  i  nie
posiadają cej  punktów  zerowych  w  pół pł aszczyź nie  x >  r_  oraz  funkcji  K_(a)
regularnej  i  nie  posiadają cej  zer  w  pół pł aszczyź nie  T < r +  i  speł niają cych
zwią zek:

A(ą )_  K+(a)
B(a)  K_{a)

W  prostszych  przypadkach  funkcje  K+(a)  i K_(a)  udaje  się  odgadną ć.  Istnieją
również  inne metody  ich wyznaczania.  W  wielu zagadnieniach moż na posł uż yć
się  sposobem  przybliż onym  polegają cym  na  zastą pieniu  funkcjiK+(a)  i  K_(d)
prostszymi  speł niają cymi  nastę pują ce  wymagania:

1) nowe  funkcje  K+(a)  i K_(a) nie róż nią się znacznie od K+(a)  i K^(a) wzdł uż
linii ,  wzglę dem  których  dokonujemy  faktoryzacji,

2)  zachowują  się  tak  samo  dla  \a\ -> 0  i  \a\  -> oo,
3)  są  prostsze,  jeż eli  chodzi  o  rozkł ad  pierwiastków  równania  K+(a)  =  0,

K_(a)  = 0 .
Stosując powyż szą metodę M. SOKOŁ OWSKI  [40] podał  rozwią zanie dla nieskoń-

czonego pasma pł ytowego swobodnie  podpartego na szerokoś ci 26, a na pozostał ej
czę ś ci  brzegu  zamocowanego  sprę ż yś cie.  Z  innych  prac  wymienimy  pracę
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M .  SOKOŁOWSKIEGO  [41];  rozwią zano  w  niej  zagadnienia  przewodnictwa  ciepl-
nego  dla  długiej  warstwy,  której  krawę dź  dolna  utrzymywana  jest  w  stał ej
temperaturze,  krawę dź  górna  jest  czę ś ciowo  termicznie  izolowana,  a  na  pozo-
stałej czę ś ci wypływ  ciepła jest proporcjonalny  do temperatury  brzegu  warstwy.
Praca  [42]  tego  samego  autora  dotyczy  niecią głego  zagadnienia  brzegowego
tarczy  o kształcie  klina  na czę ś ci  brzegu  podgrzanego,  a na  czę ś ci  izolowanego
(zagadnienie  przewodnictwa  cieplnego).  Naprę ż enia  w  sztywnie  utwierdzonej
warstwie  sprę ż ystej  znaleziono  w  pracy  [43].  Nieskoń czona  warstwa  sprę ż ysta
jest  swobodna  na  czę ś ci  x <  0  i  jest  ś ciskana  doskonale  sztywnymi  blokami
0 krawę dziach  ostrych  lub  zakrzywionych  na  czę ś ci  x  >  0.  Podobne  zagadnie-
nie warstwy  sprę ż ystej  swobodnej  dla  x  <  0  i  ś ciskanej  w ten sposób,  że  prze-
mieszczenia  u  i  v  są   odpowiednio  proporcjonalne  do  naprę ż eń  stycznych
1 normalnych  rozwią zał   M.  MATCZYŃ SKI   [44]; ten  sam  autor  rozwią zał   również
zagadnienie  klina  sprę ż ystego  z  danymi  przemieszczeniami  na  czę ś ci  brzegu
[45].  M .  MATCZYŃ SKI  i  M.  SOKOŁOWSKI  rozwią zali  ponadto zagadnienie  pasma
płytowego  na  czę ś ci  brzegu  sprę ż yś cie  utwierdzonego,  a  na  czę ś ci  swobod-
nego  [46],
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