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1.  Wstęp

Powłoki  cienkoś cienne,  zarówno  otwarte  jak  i  zamknię te,  znajdują   szerokie
i  waż ne  zastosowania  w  rozmaitych  gał ę ziach  przemysłu,  a  przede  wszystkim
w  budownictwie,  lotnictwie,  przemyś le  maszynowym  itp.

W literaturze ś wiatowej ukazało się  bardzo dużo prac teoretycznych  i  doś wiad-
czalnych,  zajmują cych  się   analizą   statecznoś ci  powłok  o  róż nych  kształ tach
geometrycznych,  poddanych  działaniu  rozmaitych  obcią ż eń.  Do  roku  1934
wszystkie  prace  teoretyczne  opierały  się   na  tzw.  teorii  klasycznej  (liniowej),
przedstawionej  przez  LOVE'A  [1.1], u  której  podstaw  leży założ enie, że wszystkie
składowe  u,  v  i  w  wektora  przemieszczenia  dowolnego  punktu  powierzchni
ś rodkowej  powłoki są   małe w  porównaniu  z jej  gruboś cią. Podstawowe  równania
i  zależ noś ci  teorii  klasycznej  stanowią   jedynie  modyfikacje  odpowiednich
równań  i  zależ noś ci  liniowej  teorii  sprę ż ystoś ci.

Wyliczone  na  bazie  teorii  liniowej  wartoś ci  obcią ż eń  krytycznych,  których
minima  noszą   nazwę   górnych  obcią ż eń  krytycznych,  były  z  reguły  znacznie
wyż sze  niż  wartoś ci  otrzymane  na  drodze  eksperymentalnej.  Fakt  ten  był
dowodem,  że  teoria  klasyczna  statecznoś ci  powłok  jest  niedoskonała  i wymaga
daleko  idą cych  korekt  i  uzupeł nień.

W  r.  1934  ukazała się   fundamentalna  praca  L.  H.  DONNELLA  [1.2], w  której
przedstawiono  podstawy  nowej  teorii  tzw.  odkształceń skoń czonych  (t . j.  rzę du
gruboś ci  powłoki)  małowyniosłych  powłok  cienkoś ciennych.  Od  tego  czasu
datuje  się   ż ywiołowy  rozwój  teorii  statecznoś ci  powłok,  którego  owocem  jest
szereg  prac  bazują cych  na  niej,  nazywanej  również  teorią   geometrycznie  nie-
liniową   lub  krótko  nieliniową ,  ponieważ  podstawowe  równania  tej  teorii  są
nieliniowymi  równaniami  róż niczkowymi  czą stkowymi.  Obliczone  w  tych
pracach  wartoś ci  obcią ż eń  krytycznych,  których  minima  noszą   nazwę   dolnych
obcią ż eń  krytycznych,  okazały  się   w  wię kszoś ci  przypadków  niemal  zgodne
z  wartoś ciami  otrzymanymi  na  drodze  eksperymentalnej.  W  ostatnich  latach
odbyło się  kilka sympozjów, poś wię conych  teorii powłok (Delft  1959, Lwów 1961,
Amsterdam  1962),  na  których  główną   uwagę   koncentrowano  na  problemach
statecznoś ci  powłok.
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Przedstawione  na  tych  sympozjach  prace  wykazują,  że  w  chwili  obecnej
duże  zainteresowanie  wzbudzają   takie  stosunkowo  młode  dziedziny  teorii
statecznoś ci  powłok,  jak  stateczność  powłok  bimetalicznych,  wyboczenie  sprę-
ż ysto- plastyczne  i  pełzają ce  oraz  stateczność  dynamiczna  powłok,  aczkolwiek
w  dalszym  cią gu  wiele  jeszcze  uwagi  poś wię ca  się   tradycyjnym  problemom
statecznoś ci  sprę ż ystej  powłok  izotropowych  i  ortotropowych  o  róż nych kształ-
tach  geometrycznych,  poddanych  działaniu  obcią ż eń  złoż onych.

Celem  niniejszej  pracy  jest  zwię zły  ale  wyczerpują cy  przegląd  nowszych
prac,  przede  wszystkim  z zakresu  nieliniowej  teorii  statecznoś ci  małowyniosłych
powł ok  cienkoś ciennych  z  uwzglę dnieniem  prac  eksperymentalnych,  wery-
fikują cych  obliczenia  teoretyczne,  oraz  zestawienie  najważ niejszych  pozycji
bogatej,  a  mało  u  nas  znanej  literatury  tego  zagadnienia.

Warto  nadmienić,  że  w  ostatnich  latach  opublikowane  zostały  4  prace  prze-
glą dowe  z  dziedziny  statecznoś ci  powłok,  mianowicie  A.  S. WOLMIRA  [1.3],
W.  A.  NASHA  [1.4],  M . O.  AŁUMIAEG O  [1.5]  i  Ł . M.  KURSZINA  [1.6].

W  pracy  [1.3]  zamieszczono  174  pozycje  literatury  i  omówiono  obszernie
publikacje  traktują ce  o  statecznoś ci  płyt  i  powłok,  które  ukazały  się   w  latach
1941- 1956.  Właś ciwy  przeglą d  poprzedzony  jest  wstę pem  teoretycznym.
Praca  wysuwa  na  pierwszy  plan  publikacje  badaczy  radzieckich,  aczkolwiek
wiele  miejsca  poś wię ca  również  omówieniu  waż niejszych  prac  uczonych  za-
chodnich.

Publikacja  przeglą dowa  [1.4]  omawia  najważ niejsze  prace  teoretyczne
i  eksperymentalne,  traktują ce  tylko  o  statecznoś ci  powłok  cienkoś ciennych,
które  ukazały  się   do  roku  1957.  Autor  podaje  59  pozycji  literatury  i  omawia
głównie  prace  badaczy  zachodnich  cytując  zaledwie  kilka  prac  uczonych  ra-
dzieckich.  Prace  [1.5  i  1.6]  mają   charakter  specjalny.  Pierwsza  z  nich  omawia
jedynie  liniowe  problemy  statecznoś ci  sprę ż ystej  i  drgań  własnych  powłok
cienkoś ciennych  (156  pozycji  literatury),  druga  zaś  zajmuje  się   bardzo  obszer-
nie  zagadnieniami  statecznoś ci  trójwarstwowych  pł yt  i  powłok  (277  pozycji
literatury).

Szczegółowy  przegląd  wielu  prac  teoretycznych  i  doś wiadczalnych  z  bogatej
dziedziny  statecznoś ci  powłok  o  róż nych  kształ tach  geometrycznych,  przy
rozmaitych  rodzajach  obcią ż eń  prostych  i  złoż onych, moż na  znaleźć  w  dosko-
nał ych,  ale  trudno  dostę pnych  monografiach  G.  GERARDA  i  H.  BECKERA  [1.7]
oraz  G.  GERARDA  [1.8].  Również  stosunkowo  niedawno  wydane  monografie
K.  GlRKMANNA [1.9], A.  S.  WOLMIRA  [1.10], H. M .  MUSZTARIEGO  i  K.  Z.  GA-
LIMOWA  [1.11], O. D.  ONIASZWILIEGO [1.12] i W.  FLUGGEGO  [1.13]  prezentują
bogaty  materiał   teoretyczny  i  doś wiadczalny  z  wielu  dziedzin  statecznoś ci
powłok.

Liczba  ukazują cych  się   prac  poś wię conych  statecznoś ci  powłok jest  ostatnio
tak  duż a,  że  niniejszy  przegląd  nie  może  być  pełny.  Wystarczy  wspomnieć,
że w pię ciu  rocznikach czasopisma  «Riefieratiwnyj  ż urnał », 1957- 1961,  omówio-
no  ł ą cznie  298  prac  z  tego  zakresu.  Dlatego  też  postaramy  się   omówić  jedynie
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pozycje  waż niejsze,  co do których moż na przypuszczać,  że bę dą   miały znaczenie
dla  dalszego  rozwoju  teorii  statecznoś ci  powłok.  Prace  polskie  bę dą   przy  tym
wyodrę bnione  w  osobnym  rozdziale.

2.  Podstawy  geometrycznie  liniowej  teorii  małowyniosł yeh  powłok  cienkoś ciennych

Rysunek  1  przedstawia  element  powierzchni  ś rodkowej  mało wyniosłej
powłoki  cienkoś ciennej.  N iech x  i  y  bę dą   osiami  współ rzę dnych  krzywolinio-
wych, pokrywają cymi  się  z liniami głównych krzywizn powierzchni w punkcie M,
a  z  —  osią   normalną   do  powierzchni  ś rodkowej  w  tym  punkcie.

Oznaczymy  przez  ex,  ey  wydłuż enia  wzglę dne  w  kierunkach  stycznych
do  osi  x  i  y,  yx  '—' odkształcenie postaciowe  powierzchni  ś rodkowej  wywołane
naprę ż eniami  błonowymi  cex,  ay  i  rxy;  u,  v,  w  są   składowymi  wektora  prze-
mieszczenia  punktu  M  odpowiednio  w  kierunkach  osi  x,  y,  z.

R ys.  1

U  podstaw  nieliniowej  teorii  małowyniosłych  powłok  cienkoś ciennych  leżą
nastę pują ce  relacje  [1.10]:

8u

du  dv  Bw  8w
—  ~3T7 ~r ~57T "8y  dx  dx  dy

gdzie kx,  ky  są   głównymi krzywiznami  powierzchni  ś rodkowej  powłoki w  punk-
cie  M.

Zmiany  krzywizn  HX,  xy  i  xxy  powierzchni  ś rodkowej,  wywołane momentami
zginają cymi  Mx,  My  i  momentem  skrę cają cym  Mxy  (momenty  te  odniesione
są   do  jednostek  długoś ci  lini i  x,  y  powierzchni  ś rodkowej,  rys.  2),  okreś la  się
w  nieliniowej  teorii  powłok  małowyniosłych  analogicznymi  zależ noś ciami  jak

3 Mechanika Teoretyczna 1 Stosowana
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dla  pł yt:

(2.2) • ~  a l F 5  "»  —  '  o,,a  '  "*y — 8x8y

Rys.  2

Zwią zki  mię dzy  naprę ż eniami  błonowymi  i  odkształceniami  liniowymi
powierzchni  ś rodkowej  ustala  uogólnione  prawo  Hooke'a,  które  dla  powłok
izotropowych  moż na przedstawić  w  postaci:

• n

a*  ~ T  Ta,  ( e * + vs> > ) >

(2.3) E
1  —V2

E

(By+VBX)

'*   2(l+ v)rxy

gdzie  E  jest  modułem  Younga,  v  współczynnikiem  Poissona.  Podobne  zależ-
noś ci  wią żą   momenty  zginają ce  i  skrę cają ce  ze  zmianami  krzywizn  powierz-
chni  ś rodkowej:

Mx  =   D(xx- \ - vtcy),

(2.4)  My  =   D(xy+vxx),

Mxy  =  D(l- v)xxy,

gdzie  D  =  E7t3/ 12(l—v*) jest  sztywnoś cią   walcową   powłoki, a h  jej  gruboś cią.
Z  równań  (2.1)  otrzymuje  się   podstawowe  równanie  zwartoś ci  wewnę trznej:

8%
J

d2zv
"

(2.5)  —
By2  '  8xz  8x8y  \  8x8y)  82x  u y  vj>  u*,

Wprowadzając  funkcję   naprę ż eń  0(x,  y)  zwią zaną   z  naprę ż eniami  błono-
wymi  relacjami

i92<G  82&

(2.6) c = 8x8y
otrzymujemy  z  (2.5),  przy  uwzglę dnieniu  (2.3)  i  (2.6),  pierwsze  podstawowe
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równanie  nieliniowej  teorii  małowyniosł ych, izotropowych  powłok  cienkoś cien-

nych:

1  /  82w Y  8lw  8*w  d2w  82w
(2.7)  .  72  [dxdyf  8x2  dy*  x  8y2  ylhF'

gdzie

J1
dy

Drugie  równanie podstawowe,  wią ż ą ce funkcje  0  i w, otrzymuje  się  z równań
równowagi  wewnę trznej  elementu  powłoki.  Ma ono  postać:

/o  ON  - °T74  8 w  d* 0  .  8Ho  8 2 0  o  82zv  320  ,  Ł  320  3*0
(2.8)  T V ^ =  ^  ^ 2  +   d f  djp- l  + k + k

gdzie  q oznacza  obcią ż enie  przypadają ce  na jednostkę   pola  powierzchni  ś rod-
kowej.

Dla walcowej  powłoki kolistej  o promieniu R równania  (2.7) i (2.8)  przyjmują
formę   uproszczoną,  kx  = 0; ky — l/ R:

E  l\  dxdy)  8x* bf  J  R

X  1^" 82  +  d2 dx*dx*  8x3y dxdy  +  RdW + T

Równania  (2.7) i  (2.8) są   sł uszne dla mał owyniosł ych powłok  izotropowych
o  idealnym  począ tkowym  kształ cie geometrycznym. W przypadku gdy powł oka
posiada  tzw.  «ugię cia  wstę pne»,  opisane  funkcją   wo(x,y),  to przy  zał oż eniu
wQjzv =   const, a wię c gdy pierwotna  powierzchnia  ugię cia  odpowiada  ugię ciom
po  wyboczeniu,  zamiast  (2.1) otrzymujemy  uogólnione  zwią zki:

8u

3v

3u
dy  '

dv
dx

Kldw Y

KldwY

!  v  dzo  dw
1  dx dy

a  równania  (2.7) i (2.8) przybierają   postać:

/ n  19\   °2v)  I   •   8* W  '  8^W
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D  4  K+l   (82wD  4

(2.13)  - ^-V  w  - dxdy I

820  , ,  <92<2>

gdzie

(2.14)  K  = 1 + ^ 1  =  const.

Ś cisłe  rozwią zanie  ukł adu  równań  (2.7)  i  (2.8)  lub  (2.12)  i  (2.13)  wzglę dem
funkcji  w  i  0  nie  jest  moż liwe.  Pozostają   wię c  jedynie  metody  przybliż one
(kolejnych  przybliż eń,  róż nic  skoń czonych,  małego  parametru,  energetyczne,
ortogonalizacyjne  ftp.).

Ponieważ  przy  analizie  statecznoś ci  powłok  walcowych  kolistych  (a  czę sto
i  stoż kowych)  w  oparciu  o  teorię   nieliniową   przyjmuje  się   przybliż oną   postać
funkcji  ugię cia w (x,  y)  przy utracie statecznoś ci,  spełniają cą   najczę ś ciej  jedynie
geometryczne  warunki  brzegowe,  zatem  dla  okreś lenia  dolnych  obcią ż eń
krytycznych  stosuje  się   metodę  Ritza (minimum całkowitej energii ukł adu). Idea
przewodnia  tej  metody  jest  nastę pują ca.

a)  Przyjmujemy  przybliż oną   postać funkcji  ugię cia przy utracie statecznoś ci
z  reguły  w  formie  wielomianu  trygonometrycznego

(2.15)  w(x, y)  =
I= I

gdzie  <pi(x, y)  są   funkcjami  trygonometrycznymi,  spełniają cymi  geometryczne
warunki brzegowe,  a/;(z =  1, 2, ..., n) są   na razie  nieokreś lonymi parametrami.

b)  Obliczamy  całkowitą   energię  odkształcenia  sprę ż ystego  powłoki

(2.16)  s=Ub+U t- W,

gdzie  Ub  jest  energią   odkształcenia  zwią zaną   z  naprę ż eniami  błonowymi  ax,
oy,  r^y,  Ug  energią   odkształcenia  zwią zaną   z  momentami  zginają cymi  Mx,
My  i  skrę cają cym  Mxy,  W pracą  wszystkich  obcią ż eń  działają cych  na  powłokę.

W  przypadku  izotropowych  powłok  walcowych,  kolistych,  o  idealnym
kształ cie  wyprowadza  się   nastę pują ce  wzory:

fety

2  V  I   [\  dxdy J  8x2  dy

g d z ie

S'O

L  oznacza  dł ugość powłoki.
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c)  Z  warunków  koniecznych  istnienia  minimum  cał kowitej  energii  powł oki

(2.19)  l / T " 0 '  i=1>2>- >n>

otrzymuje  się  ukł ad  n  nieliniowych,  algebraicznych  równań,  zawierają cych
n  niewiadomych  ft  oraz  poszukiwane  obcią ż enie  krytyczne  p.  Z  równań  tych
okreś la  się  minimalną  wartość  ciś nienia  p,  czyli  tak  zwane  dolne  ciś nienie
krytyczne.

U w a ga  1.  W  przypadkach  gdy  przyję ta  przybliż ona  postać funkcji  ugię cia
przy  utracie statecznoś ci  speł nia zarówno geometryczne  jak  i  statyczne  warunki
brzegowe,  najczę ś ciej  stosowaną  przy  anał izie statecznoś ci  jest  metoda  Bubno-
wa- Galerkina.

U w a ga  2.  Bogaty  materiał   teoretyczny  dotyczą cy  teorii  nieliniowej
powł ok  cienkoś ciennych  oraz  przybliż onych  metod  rozwią zywania  nielinio-
wych  problemów  statecznoś ci  powł ok  moż na  znaleźć  w  monografiach  [1.10
i  1.11]  oraz  w  pracach  specjalnych,  podanych  w  spisie  literatury  do  p. 2.

3.  Stateczność statyczna  walcowych  powł ok kolistych  w zakresie  sprę ż ystym

3.1.  Powł oki ś ciskane  osiowo.  W  ostatn im  dwudziestoleciu  bardzo  szeroki  krąg
badaczy  stosował   podstawy  nieliniowej  teorii  do  obliczenia  obcią ż eń  kry-
tycznych  w  izotropowych,  sprę ż ystych,  jednowarstwowych  powł okach
walcowych,  poddanych  dział aniu róż nych obcią ż eń  przy  rozmaitych warunkach
brzegowych.  W  przypadku  ś ciskania  osiowego  równomiernie  rozł oż onego
na  brzegach  powł oki  pionierską  była  klasyczna  już  dzisiaj  praca  T.  KARMAN A

i  H. S.  TSIENA  [3.1].  Rozpatrzyli  oni  powł okę  dł ugą  i  przyję li  "nastę pują cą
przybliż oną  postać  funkcji  ugię cia  przy  utracie  statecznoś ci:

(3.1.1)  w(x, y)  = / 0 + A  cos- -̂  cosl - ^ - + /2  cos - ^ - + /3  cos—̂ -  >

gdzie m, n  oznaczają  liczby  pół fal odpowiednio w  kierunku  tworzą cych  i  obwo-
dowym  [funkcja  (3.1.1)  odpowiada  rombowej  postaci  fal].  Zakł adając / 2 = / 3

i  m =  n  (fale  kwadratowe)  oraz  stosując  metodę  "Ritza  (wariacja  a  wzglę dem
dwóch  parametrów fx  i / 2)  otrzymali  oni wartość  dolnego  ciś nienia  krytycznego

Pd  =  0,195  1

R

wtedy  gdy  wedł ug  teorii  klasycznej  górne  ciś nienie  krytyczne  wynosi

. £ ,  =  0 , 606— (przy »-   0,3).

Dla  m =   n  obliczenie pd  nie było  moż liwe.
Nastę pnie  ukazała  się  praca  H. F.  MICHIELSENA  [3.2],  w  której  przyję to

przybliż oną  postać  funkcji  zv(x, y),  analogiczną  do  zastosowanej  w  pracy  [3.1],



38  ZBIGNIEW  NOWAK  I  MICHAŁ  Ż YCZKOWSKI

ale  warunki  (2.19)  uł oż ono wzglę dem  czterech  parametrów /,_, / 2,  m  i  n.  M i -
CHIELSEN  otrzymał  pd  =  0,194  EhjR  przy  m\n =  0,4  (t.j  dla  przypadku,  gdy
fale  są  silnie  wydł uż one  wzdł uż  obwodu). J.  KEMPNER  [3.3]  odrzucił   zał oż enie
f2  = / s  i  uł oż ył   warunek  (2.19)  w  odniesieniu do pię ciu parametrów / 1(  f2)  f3,
n  i  mjn.  Otrzymał  on pd  =   0,182  Eg/ R  przy  m/ n =  0,362.  Bardzo  oryginalnie
podszedł   do  omawianego  problemu  L.  KIRSTE  [3.4].  Przyjął   on  mianowcie,
że  przy  utracie  statecznoś ci  powł oka  przechodzi  w  wieloś cian,  który  moż na
porównać  z  powierzchnią  rozwijalną.  Elementarne  obliczenia  doprowadziły
do  wartoś ci  pa  =  0,187  EhfR.

Problem  utraty  statecznoś ci  ś ciskanej  osiowo,  zamknię tej  powł oki  walcowej
kolistej  z  uwzglę dnieniem  odkształ ceń  wstę pnych  został   zanalizowany  szcze-
gół owo  (również  w  oparciu  o  teorię  nieliniową)  przez  L.  H.  DONNELLA

i  C. C.  WAN A  [3.5].  Wykazali  oni, że  ś ciskane  osiowo  walcowe  powł oki  koliste
wykazują  dużą  wraż liwość  na  ugię cia  wstę pne.  Stateczność  osiowo  ś ciskanej
powł oki walcowej  w, uję ciu  nieliniowym  badał  również  szczegół owo  S.W.  ALEK -

SANDROWSKI   [3.6],  Wreszcie  w  stosunkowo  niedawno  opublikowanej  pracy
E. D.  GOLICYNSKIEJ  [3.7]  obliczono  wartość  dolnego  ciś nienia  krytycznego
dla  omawianej  powł oki  stosując  metodę  wariacyjną  W. Z.  Wł asowa.  Otrzy-
mana  wartość  pd  =  0,202  EhjR  niewiele  róż ni  się  od  uzyskanych  w  wyż ej
cytowanych  pracach.  Warto  również  wspomnieć,  że  W.  THIELEMAN N  i  H. J.
DREYER  [3.8]  stwierdzili  istnienie  w  obszarze  pozakrytycznym  (ś ciskanej
osiowo  walcowej  powł oki  kolistej)  drugiej  postaci  równowagi,  róż nią cej  się
znacznie  od  postaci  analizowanej  w  pracy  [3.3].

Przypadek  osiowo  ś ciskanej  powł oki  walcowej  o  zmiennej  gruboś ci  ś cianki
rozwią zał   metodą  mał ego  parametru  W.  WAGNER  [3.9].

3.2.  Powł oki pod ciś nieniem zewnę trznym.  Problem statecznoś ci zamknię tych  walco-
wych  powł ok  kolistych,  poddanych  dział aniu  wszechstronnego  ciś nienia
zewnę trznego,  został   rozwią zany  na  drodze  teoretycznej  w  oparciu  o  teorię
nieliniową  prawie  równocześ nie  przez  F. S.  ISANBAJEWĄ  [3.10]  i  W. A.  NASHA

[3.11].  Przyję li  oni  nastę pują cą  postać  przybliż oną  funkcji  ugię cia  przy  utracie
statecznoś ci:

(3.2.1)  w{x,y)  = / o + As i n - £ - s i n - ^ + /2 s i n a —

i  stosowali  metodę  Ritza  z  tym,  że  w  pracy  [3.11]  uwzglę dniono  ponadto
wpł yw  ugięć wstę pnych.  NASCH wykazał, że parametr / „ ,  charakteryzują cy  rów-
nomierne  odkształ cenie  promieniowe  powł oki,  wywiera  bardzo  nieznaczny
wpł yw  na  wielkość  dolnego  ciś nienia  krytycznego.  Stwierdził   on  ponadto,  że
wraż liwość powł oki na odkształ cenia wstę pne jest w przypadku  wszechstronnego
ciś nienia  znacznie  mniejsza  niż  przy  ś ciskaniu  osiowym,  co  zostało nastę pnie
potwierdzone  w  pracy  L.  H.  DONNELLA  [3.12].;

Omawiany  problem  był   póź niej  podję ty  przez  J.  KEMPNERA, K. A. V.  PAN-

DALAI'EGO,  S. A.  PASTELA  i J.  CROUZET- PASCALA (por. [3.13]). Przyję li  oni nastę-
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pują cą   przybliż oną   funkcję   ugię cia  przy  utracie  statecznoś ci:

w  =f1  cos - =-  cos —.  h/a cos —=— cos - j— + / 3  cos - y-  - j- /4 cos —=  1- /0,
IJ  Ay  J- l  Ay  J- l  _/v

gdzie  Xy  oznacza  długość  pół fali  w  kierunku  obwodowym.
W odróż nieniu od (3.2.1) tutaj począ tek osix został  przyję ty  w ś rodku powłoki.

Warunek minimum całkowitej  energii układu ułoż ono w odniesieniu do czterech
parametrów  (/ i./ a, / a.  ft)-

Warto  nadmienić,  że  w  przypadku  wszechstronnego  ciś nienia  wartoś ci
dolnych  obcią ż eń  krytycznych  róż nią   się   stosunkowo  niewiele  od  wartoś ci
górnych ciś nień krytycznych  (pd  =  0,75 pg).  Jedynie w  pracy  [3.13] stwierdzono,
że w  niektórych przypadkacĥ  =  0,97 pg.  E.  WEN K, R. C.  SLANKARD  i W.  A.
NASH  [3.14]  oraz  W. A.  NAGAJEW  [3.15]  przeprowadzili  serie  doś wiadczeń
nad  statecznoś cią   walcowych  powłok  kolistych,  poddanych  działaniu  wszech-
stronnego ciś nienia. Rezultaty ich badań pokrywają   się   niemal dokładnie z  wyni-
kami  otrzymanymi  w  pracach  [3.10  -  3.12].  We  wszystkich  cytowanych
w  tym  punkcie  pracach  teoretycznych  zakładano  przegubowo- przesuwne
podparcie  brzegów  powłoki.  N ie  rozpatrzono  dotychczas  przypadku  brzegów
utwierdzonych.  Tylko  W. A.  NASH  [3.16]  obliczył   wartość  górnego  ciś nienia
krytycznego  walcowej  powłoki  kolistej  o  brzegach  utwierdzonych,  poddanej
działaniu  wszechstronnego  ciś nienia  zewnę trznego.  Przyjmując

,  .  JEB  ny
w  = / sina- jr - cos- ^-

i  stosując  metodę   Ritza  w  odniesieniu  do  parametru /   otrzymał  on  wzór:

i i __i i i i

r  /   \*

R[R)  +  2R[L)

Godne  uwagi  są   stosunkowo  niedawno  przeprowadzone  przez  W. E.  M l -
NIEJEWA  [3.17]  bardzo  szczegółowe  badania  eksperymentalne  nad  wpł ywem
odkształceń wstę pnych  na  stateczność walcowych  powłok kolistych,  poddanych
działaniu wszechstronnego ś ciskania. Rezultaty jego badań pokrywają   się  z wnios-
kami  zamieszczonymi  w  pracach  [3.11,  3.12].

3.3. Inne typy obcią ż eń i przypadki  złoż one.  U trata  statecznoś ci  izotropowych  wal-
cowych  powłok  kolistych  przy  czystym  skrę caniu  została  po  raz  pierwszy
zanalizowana  w  oparciu  o  teorię   nieliniową   i  przy  zastosowaniu  metody
Ritza  przez  T.  Loo  [3.18]  i  N. J.  KRIWOSZEJEWA  [3.19],  a  nastę pnie  przez
W. A.  NASHA  [3.20].  Wszyscy  cytowani  autorzy  uwzglę dnili  wpł yw  ugię ć
wstę pnych  na  wielkość  dolnego  naprę ż enia  krytycznego  i wykazali,  że  walcowa
powłoka  kolista  jest  przy  skrę caniu  mniej  wraż liwa  na  odkształcenia  wstę pne
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niż  w  przypadku  ś ciskania  osiowego.  W  pracach  [3.18  i  3.19]  przyję to  dla
brzegów  swobodnie  podpartych:

(3.3.1)  w{x,y)  = / l S m  —  sin

gdzie  y  jest  tangensem  ką ta  nachylenia  osi  fal  ś rubowych  do  tworzą cej,  i  wy-
korzystano  warunek  (2.19) w odniesieniu  do  dwóch  parametrów  fx  i / 2,  przy
czym  wartoś ci  y  i  n  przyję to  w  oparciu  o  teorię   klasyczną.  W  pracy  [3.20]
natomiast  rozpatrzono zarówno przypadek brzegów  utwierdzonych jak  i  swobod-
nie  podpartych  przyjmując  w  pierwszym  przypadku

.  .  j .  .  nx  .  n(y+yx)  f  .  „- nx
«"(*> J)  =   fo+A  S l n  - j;  s m  -   R  +ft  sin2  - jr

w  drugim  zaś

„   ,  .  nx  .  n(y+yx)  ,,  .  „JRK
(*, y) =  fo+fi   s m - y  s i n - ^~L~l  + /Ś sm2 - j-  •

Stosując  metodę  Ritza Nash ułoż ył  warunek (2.19) w odniesieniu do  wszystkich
parametrów  / 1}  fz>  y,  n,  a  otrzymany  układ  nieliniowych  równań  algebraicz-
nych  rozwią zał   za  pomocą   maszyny  cyfrowej  IBM- 602A.  Ten  sam  badacz
przeprowadził   serię   doś wiadczeń  [3.21]  nad  statecznoś cią   skrę canych  walco-
wych  powłok  kolistych.  Badania  te  wykazały  zadowalają cą   zgodność  mię dzy
teorią   a  doś wiadczeniem.  Nieliniowe  uję cie  statecznoś ci  powłok  walcowych
przy  czystym  skrę caniu  zawiera  również  praca  Y.  YOSHIMURY  i  J.  N IISAWY

[3.22]. Przyję li  oni funkcję   ugię cia  zo(x, y)  w  postaci zbliż onej  do (3.3.1). Dolne
naprę ż enie  krytyczne  wyznaczone  w  tej  pracy  wynosiło  przy  pewnych  para-
metrach geometrycznych  powłoki i okreś lonym  sposobie  przyłoż enia obcią ż enia
80%  wartoś ci  naprę ż enia  górnego.

W  przypadku  statecznoś ci  walcowych  powłok  kolistych  przy  skrę caniu
istnieje  jeszcze  jedna  dotychczas  nieuwzglę dniona  sprzeczność  mię dzy  teorią
a  doś wiadczeniem.  W  pracach teoretycznych zakłada się   mianowicie, że  powsta-
ją ce  przy  utracie  statecznoś ci  fale  ś rubowe  rozcią gają   się   na  całą   długość
powłoki,  podczas  gdy  badania  [3.21]  wykazują,  iż ma to  miejsce  jedynie  dla
powł ok  bardzo  krótkich.

Badania  teoretyczne  przeprowadzone  przez  H.  Loo,  H.  CRATE'A  i  E. B.
SCHWARTZA  [3.23]  wykazują,  że  wpływ  równomiernie  rozłoż onego  ciś nienia
wewnę trznego  na  stateczność  ś ciskanych  osiowo  cienkoś ciennych  walcowych
powłok  kolistych  zależy  przede  wszystkim  od  bezwymiarowego  parametru:

gdzie  poszczególne  symbole  oznaczają:  q  natę ż enie  ciś nienia  wewnę trznego,
E  moduł   Younga,  R  ś redni  promień  powłoki,  h  grubość  powłoki.
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Cytowani wyż ej  autorzy  stosując  teorię  nieliniową   wykazali,  że  osiowe  ciś nie-
nie krytyczne  powinno wzrastać  od wartoś ci pk  =   0,376 przy  ~ą  =  0,  do  wartoś ci
pk  =  0,606  przy  ~q =  0,169,  a po  przekroczeniu  jej  osiowe  ciś nienie  krytyczne
pozostaje  stałe  i  równe  pk  — 0,606,  tj.  wartoś ci  górnego  ciś nienia  krytycznego.
Tymczasem  badania  doś wiadczalne  przeprowadzone  przez  Y.  C.  FUNGA  i  E.E.
SECHLERA  [3.24]  na  powłokach  ze  stopów  aluminium  wykazały,  że  ciś nienia
krytyczne pk  są   znacznie niż sze  niż obliczone na drodze teoretycznej,  aczkolwiek
ogólny  charakter  zmiennoś ci pk  jest  zgodny  z przewidywaniami  teoretycznymi.
Jeż eli  jednak  sporzą dzimy  wykres  zależ noś ci

gdzie  Apk  =   pk—pk0  (pkf)  wielkość  pk  przy  ~q =  0), to  jak  się   okazuje,  rezultaty
badań  doś wiadczalnych  zgadzają   się   zadowalają co  z  wynikami  teoretycznymi.

Równoczesne  działanie ś ciskania  osiowego  i poprzecznego  ciś nienia  zewnę trz-
nego  rozpatrzone zostało w  pracach O. N.  LENKI   [3.26]  i Ł .  R.  ISPRAWNIKOWA

[3.25].  Lenko  wybrał   nastę pują cą   przybliż oną   postać  funkcji  ugię cia  przy
utracie  statecznoś ci:

,  v  .  .  nmx  .  nv  ,  ,  .  „  mnx  .  ny
w (x, y)  = ft  sin —— Bin - —-  + / 2 sin2 —— sma ~^-

i  minimalizował   całkowitą   energię   odkształcenia  sprę ż ystego  wzglę dem  trzech
parametrów.  Ponadto  cytowani  autorzy  badali  wpływ  sprę ż ystych  wrę gów
na  wielkość  dolnego  ciś nienia  krytycznego,  umieszczonych  w  kilku  równo
oddalonych przekrojach.

Przypadek  utraty  statecznoś ci  walcowych  powłok  kolistych  przy  równoczes-
nym  działaniu  skrę cania  i  ś ciskania  osiowego  analizowany  był   w  cytowanej
już  pracy  T. T.  Loo  [3.18],  a  także  przez  O.  I .  TIERIEBUSZKĘ   [3.27],  przy
czym  ten ostatni przeprowadził   serię   doś wiadczeń  weryfikują cych  jego  rezultaty
teoretyczne.

W  1959  r. ukazała się   praca O. I . TIERIEBUSZKI   [3.27], w której  autor w oparciu
0 teorię  nieliniową   rozwią zał  problem statecznoś ci  izotropowej  walcowej  powłoki
kolistej,  poddanej  równoczesnemu  działaniu  ś ciskania  osiowego,  skrę cania
1  zewnę trznego  ciś nienia  radialnego.  W  pracy  przyję to  przybliż oną   postać
funkcji  ugię cia  przy  utracie  statecznoś ci  w  postaci:

,  ,  ,  ,  7ix  .  m(y- \ - yx)  ,  ,  .  inx  .  ny  ,  ,  .  ,  nx
w  =  / 0+ / i sin ~j-   sin  ^ R '  + / 2  sin - j~  sin  - -̂  + / s sin8 - j- >

gdzie  m  oznacza  liczbę   fal  spiralnych  w  kierunku  obwodowym  przy  utracie
statecznoś ci  przy  skrę caniu,  n  liczbę   pół fal  w  kierunku  obwodowym  przy
utracie  statecznoś ci  wywołanej  ś ciskaniem  osiowym  lub  ciś nieniem  poprzecz-
nym,  i  liczbę   pół fal  wzdłuż  tworzą cej.

Autor  zastosował   do  okreś lenia  dolnego  ciś nienia  krytycznego  metodę   Ritza
minimalizując  całkowitą   energię   sprę ż ystą   układu  wzglę dem  3  parametrów
{fu  fit  fs)-  Otrzymane  nieliniowe  równania  algebraiczne  pozwalają   obliczyć
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którekolwiek  z  trzech  naprę ż eń  krytycznych  przy  danych  wartoś ciach  dwóch
pozostał ych.

W. M.  DARIEWSKI  [3.28],  R. I .  KSZNIAKI N  [3.29]  i  W. A.  MARI N  [3.30]

zbadali  stateczność  powłok  walcowych  kolistych  przy  równoczesnym  działaniu
skrę cania  i  ciś nienia  wewnę trznego.  MARI N  stwierdził,  że realne  wartoś ci kry-
tycznego  momentu skrę cają cego  stanowią   przy  niezbyt  duż ej  wartoś ci  ciś nienia
wewnę trznego  70- 80%  wartoś ci  momentu  wyznaczonego  na podstawie  teorii
klasycznej.

W. M.  DARIEWSKI  [3.31]  i  P. G.  BURDIN  [3.32]  rozpatrzyli  stateczność
walcowej  powłoki  kolistej  poddanej  zginaniu  siłą   lub parą   sił . Stwierdzili oni,
że  dla powłok krótkich,  zginanych  sił ą ,  utrata statecznoś ci  wywołana jest  dzia-
ł aniem  naprę ż eń  stycznych  i ma miejsce  w pobliżu  włókna neutralnego.  Drugi
z cytowanych  autorów przeprowadził  ponadto serię   doś wiadczeń  nad powłokami
róż nej  długoś ci,  poddanymi  działaniu  zginania  z  równoczesnym  ciś nieniem
zewnę trznym  o  róż nym  natę ż eniu.  Przypadek  ł ą cznego  działania  zginania,
skrę cania  i  ciś nienia  wewnę trznego  rozpatrzył   W.  M .  DARIEWSKI  [3.33].

Bardzo  ciekawe  doś wiadczenia  modelowe  nad  statecznoś cią   walcowych
powłok  kolistych  wykonanych  z  papieru  i  błony  fotograficznej  przy  róż nych
obcią ż eniach  przeprowadzili  W.  M.  CZEBANOW  [3.34]  i  P. G. BURDIN  [3.32].
Wreszcie  Łf  R.  ISPRAWNIKOW  [3.35]  przeprowadził   eksperymentalne  badanie
statecznoś ci  powłok walcowych  przy  równoczesnym  ś ciskaniu  osiowym,  skrę ca-
niu  i  ciś nieniu  poprzecznym.  Pokrewny  problem  statecznoś ci  membrany
walcowej,  osiowo  rozcią ganej  a  radialnie  ś ciskanej,  badali  w  zakresie  ugięć
skoń czonych  A.  H.  CORNELIUSSEN  i  R. T.  SHIELD  [3.36].

4.  Stateczność  statyczna  powłok kulistych  w zakresie  sprę ż ystym

Nieliniowa  teoria  powłok  cienkoś ciennych  została  również  z  powodzeniem
zastosowana  do analizy  statecznoś ci sprę ż ystej  małowyniosłych powłok kulistych
otwartych  (ł upin  kulistych),  poddanych  działaniu  ciś nienia  zewnę trznego
równomiernie  rozłoż onego na powierzchni.  Pionierska  na tym polu  była praca
K.  FRIEDRICHSA  [4.1] opublikowana  w  r.  1942. Przyjął   on, że w  momencie
utraty  statecznoś ci  tworzy  się   niewielkie  osiowo- symetryczne  wybrzuszenie
i  założ ył   w  jego  obrę bie  nastę pują cą   przybliż oną   postać  funkcji  ugię cia:

(4.1)  w =  Ra(l-e

i),

gdzie  Q wyraża  stosunek  bież ą cego  ką ta  ś rodkowego  do połowy ką ta  ś rodkowe-
go,  obejmują cego  wybrzuszenie,  Q =  a//?.  Stosując  metodę   Ritza  FRIEDRICHS
otrzymał   w  jednym  z  wariantów  rozwią zania:

, , = 0, 136. *-   l  ^  = °' 1 S 7i r
•

(p3—tzw.  naprę ż enie  «równoważ nych  energii»,  por.  [4.1])  wobec  rezultatu
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teorii  klasycznej

0 , 6 0 6 ^ -

Przybliż one  wyniki  dla  pd  w  omawianym  przypadku  statecznoś ci  otrzymali
również  M. I .  BABICZEWA  [4.2]  i  W.  I .  FIEODOSJEW  [4.3  i  4.4].

Ten  sam  problem  podję li  nastę pnie  H. M .  MUSZTARI   i  S. G.  SURKIN  [4.5,
4.6]  rozwią zując  go  w  dwóch  wariantach,  mianowicie

a)  przyjmowali  przybliż one  postacie  funkcji  przemieszczenia  południkowego
u  i ugię cia ro w obrę bie wybrzuszenia,  po czym  stosowali  metodę  Ritza minima-
lizują c  3  wzglę dem  trzech  parametrów  (amplitudy,  u  i  w  oraz  /?);

b)  przyjmowali  pewną   «gasną cą»  funkcję   ugię cia  w  rozłoż onego  na  całej
powierzchni  powłoki.  Cytowani  autorzy  otrzymali:

^  =  0 , 1 7 ~,  ^  =  0 , 2 0 ^.

W  póź niejszej  pracy  W.  I .  FIEODOSJEWA  [4.7]  przyję to  w  obszarze  wybrzusze-
nia (Q <  1)  funkcję   ugię cia

dla  Q >  1  zaś  wykorzystano  równania  zaburzenia  brzegowego  przy  uż yciu
funkcji  hiperboliczno- trygonometrycznych.  Stosując  metodę   Bubnowa- Ga-
lerkina znaleziono pd  <  0. H. M.  MUSZTARI   [4.8] wykazał, że przy  tym  wyborze
funkcji  w moż na również  otrzymać pd  >  0 pod warunkiem  zastosowania  równa-
nia  Bubnowa- Galerkina  tak,  aby  odpowiadało  ono  zasadzie  moż liwych  - pize-
sunię ć.  Ten  sam  problem  rozwią zany  został   nastę pnie  w  pracy  U.  MASUJI

i  Y.  YOSHIMURY  [4.9]  (otrzymali onip3  =  0,184 EhjR).  W 1955 r. problem sta-
tecznoś ci  powłoki kulistej  pod działaniem ciś nienia  zewnę trznego  podję li  A. KA-
PLAN  i Y. C. FuNG [4.10], którzy zastosowali metodę  małego parametru do rozwią -
zania  nieliniowych  równań  statecznoś ci.  Za  pomocą   tej  metody  otrzymali
oni  wartość  dolnego  ciś nienia  krytycznego,  zgodną   z  ich własnymi doś wiadcze-
niami  dla  bardzo  małowyniosłych  powłok  kulistych  o  brzegach  utwierdzo-
nych.  Nastę pnie R.  R.  ARCHER  [4.11]  rozszerzył   te  badania  na  powłoki  kuliste
o  wię kszej  wyniosłoś ci.  Ten  sam  problem  został   również  rozwią zany  przy
uż yciu  szeregów  potę gowych  z  nastę pnym  wykorzystaniem  maszyn  cyfrowych
przez  E. L.  REISSA,  H. J.  GREENBERGA  i  H . B.  KELLERA  [4.12].  Otrzymali
oni  wartoś ci  ciś nień  krytycznych  zgodne  z  danymi  doś wiadczalnymi  dla  sze-
rokiego  zakresu  wartoś ci  parametrów  geometrycznych  powłoki.

Wreszcie  E. L.  REISS  [4.13]  przedstawił  przybliż one  rozwią zanie  omawianego
zagadnienia  w  oparciu  o  dwie  zlinearyzowane  odmiany  pierwotnych  nieli-
niowych  równań  statecznoś ci.

Wszystkie  wymienione  wyż ej  prace  dotyczyły  statecznoś ci  ł upin  kulistych
{powłok kulistych  otwartych)  i zakładały osiowo- symetryczny  stan  odkształ cenia
przy  utracie statecznoś ci. Przypadek  asymetrycznego  wyboczenia  takiej  powł oki
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został   zbadany  przez  E.  I .  GRIGOLUKA  [4.14],  który  wykazał   moż liwość  takiego
wyboczenia  dla  pewnych  wartoś ci  parametrów  geometrycznych  powłoki.
Obliczył   on  wartość  dolnego  ciś nienia  krytycznego  rozwią zując  nieliniowe
równania  statecznoś ci  metodą   Bubnowa- Galerkina.  Zagadnienie  statecznoś ci
sprę ż ystej  zamknię tej  powłoki  kulistej  z  uwzglę dnieniem  «ugięć  wstę pnych »>
poddanej  działaniu równomiernego  ciś nienia zewnę trznego,  rozwią zał  w  oparciu
o  teorię   nieliniową   L. H.  DONNELL  [4.15]. Przeprowadzona  przez  niego  analiza
otrzymanych  rezultatów  wykazuje,  że  powłoka  kulista  jest  stosunkowo  bardzo
mało wraż liwa na odkształcenia wstę pne.  W. Z.  CHIEN  i H. C. Hu  [4.16]  przed-
stawili  półefnpiryczną   analizę   statycznej  statecznoś ci  małowyniosłej  powłoki
kulistej  pod  działaniem  koncentrycznie  przyłoż onego  obcią ż enia  pierś cienio-
wego,  normalnego  do  powierzchni  ś rodkowej  powłoki.  D . G.  ASHWELL  [4.17]
rozwią zał  problem wyboczenia  takiej  samej  powłoki, ale obcią ż onej  siłą   skupioną
skierowaną   do  ś rodka.  Wreszcie  F. J.  MURRAY  i  F. W.  WRIGHT  [4.18]  podali
analizę   statecznoś ci  powłoki  kulistej  rozwią zując  na  drodze  numerycznej  pod-
stawowe  równania  nieliniowej  teorii  powłok  kulistych  Karmana- Tsiena.

Systematyczne  badania  eksperymentalne  nad  statecznoś cią   ł upin  kulistych
poddanych  działaniu normalnego ciś nienia  zewnę trznego  zostały  przeprowadzo-
ne  przez  P. G.  SURKINA  [4.19],  Opracował   on  oryginalne  metody  przygoto-
wania  modeli  i  badania  ich  utraty  statecznoś ci.  Inna  seria  doś wiadczeń  została
przeprowadzona  przez  G. A.  GIENJEWA  i  N . S.  CZAUSOWA  [4.20].  Wreszcie
K.  KLOPPEL  i  O.  JUNGBLUTH  [4.21]  zbadali  doś wiadczalnie  utratę   statecznoś ci
gładkich  i  wzmocnionych  ż ebrami  powłok  kulistych  metodą   przyś pieszonych
zdję ć  filmowych.

Pokrewny  problem  statecznoś ci  membrany  kulistej  w  zakresie  ugięć  skoń czo-
nych  i przy  uwzglę dnieniu  fizykalnej  nieliniowoś ci  materiału badał   G uo  ZHONG-

HENG  [4.22].  Stwierdzono  stateczność  przy  ciś nieniu  wewnę trznym  i  niesta-
teczność  przy  zewnę trznym.

5. Stateczność statyczna  powłok stoż kowych  w zakresie  sprę ż ystym

Z  krótkiego  przeglą du  prac  p. 3  i  p.  4  widać,  że  teoria  nieliniowa  może  być
z  powodzeniem  stosowana  do  analizy  statecznoś ci  sprę ż ystej  cienkoś ciennych
powłok  zarówno  walcowych,  jak  i  kulistych,  poddanych  działaniu  róż nego
rodzaju  obcią ż eń  prostych  i złoż onych przy  rozmaitych warunkach  brzegowych.
We  wszystkich  przypadkach  wyniki  zastosowania  tej  teorii  pozostają   w  lepszej
zgodnoś ci  z  danymi  doś wiadczalnymi  aniż eli  wyniki  analiz  opartych  na  teorii
klasycznej.  Znacznie gorzej  przedstawia  się   sprawa,  jeż eli  chodzi  o  stateczność
powłok  stoż kowych  w  zakresie  sprę ż ystym.  Olbrzymia  wię kszość  opublikowa-
nych  dotychczas  na  ten  temat  prac  opiera  się   na  teorii  klasycznej.  Pierwszą
z  tej  serii  wydaje  się   być  praca  A.  PFLUGERA  [5.1]. W  póź niejszej  pracy  H. M .
'MUSZTARIEGO  i A.  W.  SACZENKOWA  [5.2]  okreś lono metodą   Bubnowa- Galerkina
wartość  górnego  ciś nienia  krytycznego  dla  powłoki stoż kowej  kolistej,  poddanej
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działaniu  ciś nienia  osiowego,  równomiernie  rozłoż onego  na  brzegach  powłoki
oraz  poprzecznego  ciś nienia  zewnę trznego.  Problem  statecznoś ci  powłoki
stoż kowej  kolistej,  poddanej  działaniu  jedynie  poprzecznego  ciś nienia  hydro-
statycznego,  został  rozwią zany  w oparciu o teorię  klasyczną   przez C. E.  TAYLORA

[5.3]  oraz N . J.  HOFFA  i J.  SINGERA  [5.4], dla przypadku  zaś  ś ciskania  osiowego
przez  P.  SEIDE'A  [5.5]. Pierwszą   pracą   o statecznoś ci powłok stoż kowych  w  uję -
ciu  geometrycznie  nieliniowym  jest  praca  A.  W.  SACZENKOWA  [5.6],  Wykazał
on,  że  rozwią zanie  MICHIELSENA  [3.2]  dotyczą ce  osiowego  ś ciskania  walcowej
powłoki  kolistej  może  być  przeniesione  na  stoż kową   powłokę   kolistą .  Wypro-
wadził   on  nastę pują cy  wzór  dla  dolnej  wartoś ci  krytycznej  całkowitej  osiowej
siły  ś ciskają cej:

Pd  =  0,195 - 2nEh2  cos2 y ,

gdzie  y  jest  równe  połowie  wierzchołkowego  ką ta  stoż ka.
W  pracy  [5.7]  rozwią zano  również  w  oparciu o  teorię   nieliniową   zagadnienie

statecznoś ci  powłoki  stoż kowej  o  brzegach  utwierdzonych  pod  działaniem
ciś nienia  zewnę trznego,  równomiernie  rozłoż onego  na  pobocznicy.  Autor
zastosował   metodę   małego  parametru  do  rozwią zania  nieliniowych  równań
statecznoś ci.  Podobny  przypadek  statecznoś ci  w  uję ciu  geometrycznie  nielinio-
wym  został   rozpatrzony  przez  R. K.  RIAJAMETA  [5.8].  Doszedł  on  do  wniosku,
że  w  przypadku  ciś nienia  zewnę trznego  róż nica  mię dzy  górnym  a  dolnym
ciś nieniem  krytycznym  jest  znacznie  mniejsza  niż  w  przypadku  ś ciskania
osiowego.  Ten  sam  autor  rozpatrzył   również  ogólny  przypadek  zachowania
się   stoż kowych  powłok  kolistych  w  stanie  pozakrytycznym  [5.9].  Statecz-
ność  powłoki  stoż kowej  pełnej  pod  działaniem  ciś nienia  hydrostatycznego
równomiernie rozłoż onego na pobocznicy rozpatrzył  w uję ciu  liniowym  I . I .  TRA-
PIEZIN  [5.10].  Ten  sam  autor  okreś lił   na  drodze  doś wiadczalnej  wielkoś ci
ciś nień  krytycznych  dla  powłok  stoż kowych  pełnych przy  róż nych  wartoś ciach
ich  parametrów  geometrycznych  [5.11].

L. M.  BUNICZ,  O. M .  PALIJ  i  I . A.  PISKOWITINA  [5.12] rozwią zali  w  oparciu
0  teorię   klasyczną   za  pomocą   metody  Ritza  zagadnienie  statecznoś ci  gładkiej
1  wzmocnionej  ż ebrami  powłoki  w  kształcie  stoż ka  ś cię tego  pod  działaniem
równomiernego  ciś nienia  zewnę trznego.  Ten  sam  problem  został   również
rozwią zany  w  pracach  [5.13- 5.16].  Oryginalną   metodę   asymptotycznego
całkowania  ogólnych  równań  równowagi  powłoki  stoż kowej  przedstawiono
w  pracy  [5.17].  N iestety  do  chwili  obecnej  nie  rozwią zano  w  oparciu  o  teorię
nieliniową   problemu  statecznoś ci  stoż kowej  powłoki  kolistej  przy  obcią ż eniu
złoż onym.

Dużą   serię   badań nad statecznoś cią   powłok stoż kowych  ze  stopów  aluminium
przeprowadził   W.  D.  JORDAN   [5.18].  W  oparciu  o  wyniki  swych  doś wiadczeń
ustalił   on  pewną   formułę   empiryczną   na  wartoś ci  obcią ż eń  krytycznych,  która
wykorzystywana  jest  z  powodzeniem  przy  projektowaniu  i  konstruowaniu
powłok  stoż kowych.
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6.  Stateczność  powłok  wzmocnionych  i  anizotropowych

Jednym  z  zagadnień  o bardzo  duż ym  znaczeniu  praktycznym  jest  przypadek
tzw.  «ogólnej  utraty  statecznoś ci»  powłok  wzmocnionych  ż ebrami,  czyli  przy-
padek  gdy  powłoka  i  ż ebra  usztywniają ce  tracą   stateczność  jednocześ nie..
Problem  ten  dla walcowych  powłok  kolistych  wzmocnionych  ż ebrami  pierś cie-
niowymi  i  poddanych  działaniu  zewnę trznego  ciś nienia  hydrostatycznego
został  po  raz pierwszy  rozwią zany  w serii  trzech prac V. L.  SALERNTO i B.  LEVTNE'A

[6.1- 6.3]. W oparciu o  teorię   klasyczną   obliczyli  oni wartość  górnego  ciś nienia
krytycznego  przy  ograniczają cym  jednakże  założ eniu,  że  pierś cienie  usztyw-
niają ce  muszą   mieć  przekroje  otwarte  (szczegółowo  zanalizowano  przekrój
dwuteowy).  To  samo  zagadnienie  podję li  nastę pnie  H. A.  AŁFUTOW  [6.4]
i  S.  KENDRICK  [6.5]  ograniczając  się   do przypadku  obcią ż enia  powłoki równo-
miernym  ciś nieniem  poprzecznym  oraz  opierając  się   przy  okreś laniu  ciś nienia
krytycznego  również  na teorii  liniowej.  Wartoś ci  ciś nień krytycznych  wyznaczo-
ne  w  tej  ostatniej  pracy  odchylają   się   mniej  niż  o 20%  od  wyników  starannie
przeprowadzonych  badań  eksperymentalnych  w  David  Taylor  Model  Basin.
Należy  jednakże  zauważ yć,  że  warunki  brzegowe  przyję te  w  pracy  [6.5]  nie
odpowiadają   sposobowi  podparcia  powłok  w  tych  badaniach  doś wiadczalnych.
Jeż eli  teorię   klasyczną   zastosować  do  warunków  brzegowych  zrealizowanych
we  wspomnianych  doś wiadczeniach,  to  okazuje  się ,  że  otrzymane  teore-
tycznie wartoś ci ciś nień krytycznych  przekraczają   o 70% wartoś ci  doś wiadczalne.
Pewnym  uogólnieniem  prac  [6.1- 6.5]  jest  praca  W. A.  NASHA  [6.6],  w  której
autor  w  przeciwień stwie  do  swych  poprzedników:  1)  przyjmuje  funkcje  prze-
mieszczeń  u(x, y),  v(x, y)  i  w(x, y)  w  oparciu  o  rzeczywisty  kształt powierzchni
ś rodkowej  przy  utracie  statecznoś ci;  2)  wyprowadza  nowy,  bardziej  ogólny
wzór  na  pracę   sił  zewnę trznych;  3)  rozpatruje  ogólniejszy  przypadek  działania
ciś nienia  hydrostatycznego  w  kierunku  radialnym  i  osiowym  oraz  4) zakłada
dowolny  przekrój  i  ograniczoną   sztywność  pierś cieni  wzmacniają cych.

Teoria  liniowa  została  ponadto  zastosowana  przez  K. D.  TURKINA  [6.7]
do  analizy  statecznoś ci  długiej wzmocnionej  walcowej  powłoki kolistej  poddanej
dział aniu  ś ciskania  osiowego  i  czystego  zginania  przez  S. R.  BODNERA  [6.8]
do  badania  ogólnej  niestatecznoś ci  walcowych  powłok  kolistych,  usztywnio-
nych  ż ebrami  pierś cieniowymi,  wywołanej  ciś nieniem  hydrostatycznym, wresz-
cie  przez  I . JA.  AMIR O  [6.9]  do analizy  podłuż nie  i  poprzecznie  ż ebrowanej
powłoki  walcowej  przy  ś ciskaniu  osiowym.  Ogólna  utrata  statecznoś ci  walco-
wych  powłok  kolistych  wzmocnionych  pierś cieniami  i  poddanych  działaniu
ciś nienia  osiowego  została zbadana  eksperymentalnie  na  modelach z  mas  plas-
tycznych  przez  J. C.  Mc  COYA  [6.10].  Badania  te  wykazują,  że  decydują cym
parametrem  usztywnienia  powłoki jest  sztywność  skrę cania  pierś cieni  usztyw-
niają cych.  P.  SEIDE  [6.11] zastosował   teorię   klasyczną   do  analizy  statecznoś ci
sprę ż ystej  walcowych powłok kolistych wzmocnionych równo oddalonymi ż ebrami
podł uż nymi  i  ś ciskanych  osiowo.  Rezultaty  tej  analizy  są   w  zadowalają cej
zgodnoś ci  z  wynikami  serii  doś wiadczeń,  przeprowadzonych  przez  H. T.
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PONSFORDA  [6.12]  przy  założ eniu,  że  Rjh  <  335.  Wykazują   one  ponadto,  że
przy  okreś lonych  parametrach  geometrycznych  powłoki  obecność  ż eber  pod-
łuż nych nie zwię ksza wartoś ci  ciś nienia krytycznego  w  porównaniu  z powłokami
nieusztywnionymi.  Cenne  badania  modelowe  nad  wzmocnionymi  powłokami
walcowymi  opisane  są   w  pracy  [6.13].

Duża  seria  badań  doś wiadczalnych  nad  powłokami  kulistymi  o  duż ej  krzy-
wiź nie,  wzmocnionych  ż ebrami  promieniowymi  i  pierś cieniowymi  i  obcią-
ż onych  równomiernie  rozłoż onym  ciś nieniem  zewnę trznym,  została  przepro-
wadzona  przez  K.  KLÓPPELA  i  O.  JUNGBLUTHA  [6.14],  Wreszcie  H.  EBNER

[6.15]  w  oparciu  o teorię   klasyczną   wyjaś nił   zachowanie  się   tych  modeli,  które
wybaczają   się   osiowo- symetrycznie.  Jednakże  pewna  liczba  modeli  odkształ-
cił a  się   asymetrycznie,  przy  czym  utrata  statecznoś ci  nastą piła  tylko  w  pobliżu
brzegów.

Wszystkie cytowane  wyż ej  prace  teoretyczne  były  oparte  na teorii  klasycznej.
Dopiero  w  ostatnich  latach  uczonym  radzieckim  udało  się   z  powodze-
niem  zastosować  teorię   nieliniową   również  i  do  analizy  statecznoś ci  powłok
wzmocnionych.

0.  I .  TIERIEBUSZKO  [6.16] rozwią zał  w oparciu o teorię  nieliniową   zagadnienie
utraty ogólnej statecznoś ci ś ciskanej  osiowo zamknię tej  powłoki walcowej  wzmoc-
nionej  ż ebrami podłuż nymi i poprzecznymi. Przeprowadził   on  ponadto  ciekawą
analizę   współpracy  powłoki  z  ż ebrami.  Ten  sam  autor  rozwią zał   również  na
podstawie  teorii  nieliniowej  problem  statecznoś ci  zamknię tej  walcowej  powłoki
kolistej,  ś ciskanej  osiowo  i usztywnionej  ż ebrami  podłuż nymi i  pierś cieniowymi
podając  w  zakoń czeniu  pracy  cenne wytyczne  dla  projektowania  takich powłok
[6.17].

A. B.  KORDASZENKO  [6.18]  rozwią zał   w  oparciu  o  teorię   nieliniową   problem
statecznoś ci  powłoki  o  podwójnej  krzywiź nie,  wzmocnionej  ż ebrami.

Jeż eli  ż ebra  podłuż ne  i  poprzeczne  wzmacniają ce  powłokę   rozłoż one  są
bardzo  «gę sto»,  to  powłokę   moż na  uważ ać  w  przybliż eniu  za  ortotropową.
W  konsekwencji  tego  wyniki  prac,  traktują cych  o statecznoś ci  powłok  ortotro-
powych, moż na przenieść na powłoki wzmocnione. A oto zestawienie  najważ niej-
szych  prac  z  tej  dziedziny  w  uję ciu  geometrycznie  liniowym.

1.  S. N.  KUKUDŻ ANOW  [6.19]  rozwią zał   zagadnienie  statecznoś ci  ortotro-
powej  walcowej  powłoki  kolistej  poddanej  działaniu  ciś nienia  zewnę trznego
poprzecznego  i  rozcią gania  osiowego  oraz  skrę cania  wraz  z  osiowym  rozcią ga-
niem.

2.  W. M .  DARIEWSKIJ  i  S. N.  KUKUDŻ ANOW  [6.20]  rozwią zali  problem
statecznoś ci  ortotropowej  walcowej  powłoki  kolistej  przy  skrę caniu  i  ciś nieniu
zewnę trznym  poprzecznym.

Podobne  zagadnienie  rozpatrzył   również  W. W.  SERDIUKOW  [6.21].
3.  E. I .  GRIGOLUK  [6.22]  zbadał  stateczność  ortotropowych  i  wielowarstwo-

wych  powłok walcowych  i  stoż kowych  poddanych  działaniu ś ciskania  osiowego
i  zewnę trznego  ciś nienia  normalnego.
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Pierwszym  uczonym  i jedynym  do  chwili  obecnej,  który  rozwią zał   zagadnie-
nie  statecznoś ci  powłok  ortotropowych  w  uję ciu  geometrycznie  nieliniowym,
jest  O. N .  LENKO.  W  pracy  [6.23]  okreś lił   on  metodą   Ritza  wartość  dolnego
ciś nienia  krytycznego  dla  ortotropowej  walcowej  ł upiny  kolistej  ś ciskanej
osiowo,  w  pracy  zaś  [6.24]  rozwią zał  zagadnienie ortDtropowej walcowej powłoki
kolistej,  poddanej działaniu ś ciskania  osiowego  i zewnę trznego  ciś nienia normal-
nego  do  powierzchni  ś rodkowej.

7. Stateczność statyczna  powłok dwu-  i  trójwarstwowych

Z  uwagi na bardzo obszerną,  cytowaną  w p. 1 pracę  przeglą dową   Ł. M . Kur-
szina  o  statecznoś ci  powłok  trójwarstwowych,  ograniczymy  się   poniż ej  do
zwię złego  omówienia  jedynie  najważ niejszych  publikacji  traktują cych  o  tym
zagadnieniu.

Podobnie  jak  stateczność  dynamiczna  zagadnienie  statecznoś ci  statycznej
powłok  wielowarstwowych  przycią gnę ło  uwagę  badaczy  stosunkowo  niedawno.
W  dotychczas  opublikowanych  pracach  autorzy  ograniczają   się   do  analizy  sta-
tecznoś ci  jedynie  powłok  dwu-  lub  trójwarstwowych  zakładają c,  że  grubość
każ dej  warstwy jest stała oraz że warstwy nie mogą  się   ś lizgać  po  sobie  wzdłuż
powierzchni  ich  styku.

Pierwszym,  który  przeprowadził   badania  statecznoś ci  dwuwarstwowych
powłok  walcowych  i  stoż kowych,  obcią ż onych  równomiernie  rozłoż onym
ciś nieniem  zewnę trznym,  był   E. I .  GRIGOLUK  [7.1- 7.2],  W  oparciu  o  teorię
nieliniową   obliczył  on wartoś ci ciś nień krytycznych przyjmując  jako powierzchnię
odniesienia  powierzchnię   styku  obu  warstw.  Rewizja  tych  analiz,  w  której
powierzchnię   odniesienia  okreś lono  przez  przyrównanie  do  zera  momentu
pierwszego  stopnia  modułów  Younga  materiałów  obu  warstw,  została  przed-
stawiona  przez  P. P  RADKOWSKIEGO  [7.3- 7.4].  Dla  obliczenia  ciś nień  krytycz-
nych  zastosował   on  metodę   Ritza  opierając  się   jednak  na  teorii  klasycznej.
N iestety, do chwili  obecnej nie przeprowadzono poważ niejszych  badań doś wiad-
czalnych  nad  statecznoś cią   powłok dwuwarstwowych.  We  wstę pie  do  niniejszej
pracy  nadmieniono,  że  w  przypadku  jednowarstwowych,  jednorodnych  i  izo-
tropowych  powłok  teoria  klasyczna  daje  wartoś ci  obcią ż eń  krytycznych  na ogół
wyż sze  niż  otrzymane  z  doś wiadczeń.  Tymczasem  w  przypadku  trójwarstwo-
wych  powłok  walcowych  kolistych  z  rdzeniami  o  małym  module  Kirchhoffa
teoria  klasyczna  przewiduje  wartoś ci  ciś nień  krytycznych  niemal  zupełnie
dokł adnie.  Badania  teoretyczne  nad  statecznoś cią   powłok  trójwarstwowych
zapoczą tkowała  seria  prac  opublikowanych  przez  C. T.  WANGA  i  współpracow-
ników  [7.5- 7.9],  w  których  rozwią zano  problemy  statecznoś ci  takich powłok
przy  ś ciskaniu  osiowym,  skrę caniu,  zginaniu  i  równoczesnym  zginaniu  i ś ciska-
niu  osiowym.  W  pracy  [7.10]  C. T.  WANG  i  D. F.  SANTO  rozwią zali  problem
sprę ż ystej  statecznoś ci  trój warstwowej  walcowej  powłoki  kolistej  przy  równo-
czesnym  działaniu  ś ciskania  osiowego,  skrę cania  i  zginania.  Zastosowali  oni
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metodę   Bubnowa- Galerkina,  wychodząc  z  uogólnionego  równania  róż niczko-
wego ósmego  rzę du,  wyprowadzonego  przez  L. H.  DONNELLA  [7.11].  Stwier-
dzili  oni,  że  np.  dla  przypadku  ś ciskania  osiowego  ciś nienie  krytyczne  nie
zależy  od  długoś ci  fali  i  wyraża  się   wzorem

a  _  (h+t)Gc
ak~  It  '

gdzie  h  oznacza  grubość  rdzenia,  t  grubość  okładzin,  Gc  moduł   Kirchhoffa
dla  rdzenia.

Wyniki  badań  doś wiadczalnych  tych  autorów  nad  statecznoś cią   powłok
trójwarstwowych  o  okładzinach ze  stopów  a'uminium  i  rdzeniach  z  porowatej
acetylocelulozy  potwierdzają   słuszność  podanego  wyż ej  wzoru.  W  przypadku
obcią ż eń  złoż onych  autorzy  sporzą dzili  szereg  krzywych  we  współ rzę dnych
bezwymiarowych,  z  których  moż na  odczytać  wartoś ci  obcią ż eń  krytycznych.
W  Forest  Products  Laboratory  przeprowadzono  doś wiadczalne  badania  sta-
tecznoś ci  powłok  trójwarstwowych  o okładzinach ortotropowych.  Potwierdziły
one  analizy  teoretyczne  wykonane  w  oparciu  o  teorię   nieliniową   dla  ś ciskania
osiowego  [7.12], a w oparciu  o teorię  klasyczną   dla  przypadku  skrę cania  [7.13]
i  równomiernie  rozłoż onego  poprzecznego  ciś nienia  zewnę trznego  [7.14].
W  pracy  [7.15]  S. Y.  Lu  i  W. A.  NASH  rozwią zali  na  bazie  teorii  nieliniowej
zagadnienie  statecznoś ci  cienkiej  powłoki  walcowej  wzmocnionej  mię kkim
sprę ż ystym  rdzeniem, poddanej działaniu ś ciskania  osiowego  i  zginania. Proble-
my  statecznoś ci  powłok  trójwarstwowych  w  uję ciu  liniowym  i  nieliniowym
rozwią zane  zostały  również  w  pracach  [7.16- 7.24].

8.  Stateczność  statyczna  powłok  w  zakresie  spreż yslo- plastycznym

Jakkolwiek  dziedzinę   niesprę ż ystego  wyboczenia  powłok  moż na  by  uznać
za stosunkowo  młodą, to jednak już w chwili  obecnej obejmuje  ona  kilkadziesiąt
prac.  Szczegółowe  omówienie  prac  opublikowanych  do  roku  1957  moż na
znaleźć  w  rozprawie  E.  I .  GRIGOLUKA  [8.1],  w  zwią zku  z  czym  o  badaniach
z  tego  okresu  podamy  jedynie  krótkie  wzmianki.

Autorem  pierwszej  pracy  dotyczą cej  niesprę ż ystego  wyboczenia  powłok
(1928  r.)  był  J.  GECKELER  [8.2].  Badał  on ś ciskane  powłoki walcowe.  Podobne
problemy  rozważ ał   nieco  póź niej  W.  KAUFMAN N   [8.3,  8.4]. Fundamentalnymi
dla  rozwoju  teorii  statecznoś ci  powłok  w  zakresie  sprę ż ysto- plastycznym  były
prace  A. A.  ILIUSZIN A  [8.5]  i  P. P.  BIJLAARDA  [8.6].  Opierają   się   one  na  teorii
małych  odkształceń  sprę ż ysto- plastycznych  Hencky'ego- Iliuszina.  Jakkolwiek
na ogół  uważa  się ,  że  teoria płynię cia plastycznego  Prandtla- Reussa w  ogólnym
przypadku  lepiej  odpowiada  zachowaniu  się   materiałów  konstrukcyjnych,
to  jednak  przy  analizie  statecznoś ci  pł yt  i  powłok  wielu  badaczy  stwierdziło
lepszą   zgodność  z  doś wiadczeniami  teorii  odkształceniowej  niż  teorii  pł ynię cia
plastycznego.  Niektórzy  autorzy  (zwłaszcza  E.  I.  GRIGOLUK)  rozwią zywali
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badane  zagadnienia  równolegle  w  oparciu o obie  teorie nie  tylko  dla  uzyskania
szerszego  poglą du  na  dane  zagadnienie,  lecz  również  w  celu  dostarczenia  da-
nych  porównawczych  eksperymentatorom.

Autorem  najwię kszej  liczby  prac  z  dziedziny  niesprę ż ystego  wyboczenia
powłok jest  E. I . GRIGOLUK. Z jego badań o charakterze ogólnym  wymienimy  —
oprócz  wspomnianej  już  pracy  [8.1]—pracę   [8.7],  która  w  oparciu  o  teorię
Prandtla- Reussa  analizuje  stateczność  powłoki  kolistej  i  walcowej  w  kilku
najważ niejszych  przypadkach,  dalej  pracę   [8.8]  poś wię coną   wyprowadzeniu
ogólnych  równań  dla  powłok  obrotowych  w  oparciu  o  obie  teorie  oraz  [8.9]
poruszają cą   problem  wpływu  ś ciś liwoś ci  materiału  'na  obcią ż enie  krytyczne
powłok.  Ta  ostatnia  praca  poddaje  krytyce  metodę   uwzglę dniania  ś ciś liwoś ci
materiał u,  zaproponowaną   przez  G.  GERARDA  [8.10,  8.11].  Problem  skoń czo-
nych  ugię ć  sprę ż ysto- plastyeznych  po  sprę ż ystym  wyboczeniu  powłok  sformu-
łował   M . F.  JERSZOW  [8.12].

Dużą   ilość  prac poś wię cono  powłokom walcowym  przy  róż nych  przypadkach
obcią ż enia.  Wspomniane  już  prace  W.  KAUFMANN A  [8.3,  8.4]  rozwinę li
H .  NEUBER  i  G.  LANDGRAF  [8.13]. Przypadek  osiowego  ś ciskania  badali metodą
energetyczną   A.  PUGSLEY  i  M .  MACAULAY  [8.14]  oraz  W.  G.  ZUBCZANINOW

[8.15],  a  w  uję ciu  nieliniowym  L. H. N.  LEE  [8.16],  który  rozwią zał   problem
w  oparciu  o obie  teorie plastycznoś ci  oraz uzyskał  potwierdzenie  doś wiadczalne
teorii  pł ynię cia  plastycznego.  Przypadek  ciś nienia  radialnego  lub  wszech-
stronnego  badali  N . S.  GANIJEW  [8.17,  8.18],  E. I .  GRIGOLUK  [8.19]  przy
uwzglę dnieniu  ś ciś liwoś ci materiału oraz M. E.  LUNCHICK  [8.20] przy  uwzglę d-
nieniu uż ebrowania. Przypadek skrę cania badali w uję ciu  nieliniowym  L. H.  LEE
i  C. S.  ADES  [8.21].  Prace  G.  GERARDA  [8.22],  S.  RADHAKRISHNANA  [8.23,
8.24]  i  E. I .  GRIGOLUKA  [8.25]  obejmują   przypadki  ś ciskania  osiowego,  radial-
nego  i  skrę cania  oraz  przypadki  obcią ż eń  złoż onych.

Stateczność  powłok  stoż kowych  o  zmiennej  gruboś ci  w  zakresie  sprę ż ysto-
plastycznym  badał   A. W.  SACZENKOW  [8.26]  stosując  metodę  Bubnowa- Galer-
kina.

Sporo  uwagi  poś wię cono  również  sprę ż ysto- plastycznej  statecznoś ci  powłok
wielowarstwowych.  Ogólne  równania  dla  powłok  trój warstwowych  (sandwiczo-
wych)  o  dowolnym  kształcie  sformułował   E. I .  GRIGOLUK  W  pracach  [8.27
i  8.28],  a  dla  powłok  bimetalicznych  w  pracy  [8.29]  w  oparciu  o  obie  teorie
plastycznoś ci.  Statecznoś ci  wielowarstwowych  powłok  walcowych  poś wię-
cone  są   prace  N. S.  GANIJEWA  [8.30]  (równomierne  ciś nienie  zewnę trzne),
L .  M .  KTJRSZINA [8.31] oraz W.  I .  KOROLEWA,  I . G. SMIRNOWA i R. P. STOMMY

[8.32]  (ś ciskanie  osiowe).

Ogólnie  biorą c  należy  podkreś lić,  że  jakkolwiek  przy  analizie  statecznoś ci
powłok  obcią ż enie elementu odbiega  zazwyczaj  znacznie od obcią ż enia  prostego
i  należ ałoby  spodziewać  się   lepszej  zgodnoś ci  [z  doś wiadczeniami  wyników
otrzymanych  na  podstawie  teorii  Prandtla- Reussa  niż  Hencky'ego- Iliuszina,
to  jednak  wię kszość  dotychczasowych  wyników  doś wiadczalnych  potwierdza
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raczej  tę   ostatnią.  Problem  ten  niewą tpliwie  wymaga  jeszcze  ostatecznego
wyjaś nienia.

9.  Stateczność  termiczna  i  wyboczcnie  pełzają ce  powłok

Stosunkowo  niedawno  opublikowane  prace  umoż liwiły  obliczenie  maksy-
malnej  temperatury,  do  której  moż na  podgrzać  walcową   powlokę   kolistą ,
zanim  nastą pi  utrata  statecznoś ci  termicznej  przy  założ eniu,  że  temperatura
zmienia  się   tylko  w kierunku  obwodowym.  S. Y.  Lu  wykazał   [9.1], że  decydu-
ją cym  czynnikiem  w  tym  przypadku  jest  obwodowy  gradient  temperatury.
Stwierdził   on  jednocześ nie,  że  maksymalna  temperatura  nie  jest  jedynym
kryterium  statecznoś ci  termicznej.  Cytowana  praca  oparta  jest  na  uogólnieniu
liniowego  równania  róż niczkowego  8 rzę du  wyprowadzonego  przez  L.  H .  D ON-
NELLA,  przy  czym  Lu  do  rozwią zania  postawionego  problemu  stosuje  metodę
Bubnowa- Galerkina. Jednocześ nie Lu przeprowadził  serię  doś wiadczeń  z powło-
kami  mosię ż nymi,  poddanymi  działaniu zmiennej  wzdłuż  obwodu  temperatury
i  stwierdził,  że  wyniki  pokrywają   się   niemal  dokładnie  z  rezultatami  jego
analizy  teoretycznej  dla  powłok,  w  których  Rjh  >  500.  Pewną   modyfikację
pracy  Lu,  prowadzą cą   w  przybliż eniu  do  tych  samych  wyników,  przedstawili
D.  ABI R  i  S. V.  NARDO  [9.2]. Nastę pnie  ABI R  i  inni  [9.3]  rozpatrywali  statecz-
ność  termiczną   powłok  stoż kowych  gładkich  i  usztywnionych  ż ebrami.  Te
ostatnie były podgrzewane  równomiernie,  przy  czym  stwierdzono,  że  czas,  po
upływie  którego  nastę puje  utrata  statecznoś ci,  jest  dłuż szy-   niż  to  przewiduje
teoria  klasyczna.

Cytowani  autorzy  wykazali  nastę pnie,  że  istnieje  bardzo  małe  prawdopodo-
bień stwo  utraty  statecznoś ci  termicznej  przez  nieusztywnioną   powłokę   stoż ko-
wą ,  podgrzewaną   osiowo- symetrycznie  przy  założ eniu,  że  temperatura  zmie-  .
nia  się   tylko  w  kierunku  osiowym.

Zagadnienie  statecznoś ci  termicznej  pł yt  i  mało wyniosłych  powłok  w  ponad-
dź wię kowym  strumieniu  gazu  zostało  rozwią zane  (w  uję ciu  liniowym  i  nie-
liniowym)  przez  W. W.  BOŁOTINA  [9.4].  Stateczność  termiczną   trójwarstwowej
walcowej  powłoki  kolistej  rozpatrzono  w  uję ciu  liniowym  w  pracy  [9.5].
Wreszcie J.  SINGER  [9.6]  rozwią zał   problem  termicznej  statecznoś ci  dla  stoż ko-
wej  powłoki  kolistej  przy  założ eniu  osiowo- symetrycznego  pola  temperatur.

Jednym  z  bardzo  waż nych  zagadnień  zwią zanych  z  wpływem  temperatury
na  zachowanie  się   róż nych  elementów  konstrukcyjnych  jest  wyboczenie  peł-
zają ce.  Problem  ten  moż na  również  traktować  odrę bnie,  ponieważ  np.  przy
równomiernym  nagrzaniu  wpływ  temperatury  uwidacznia  się   tylko  poprzez
zmianę   stałych  materiałowych  (zmniejszenie  modułów  peł zania).  Z  uwagi
na  duże  trudnoś ci  matematyczne  zwią zane  z  analizą   izotropowej  walcowej
powłoki  kolistej,  naraż onej  na  zginanie,  udało  się   rozwią zać  jedynie  problem
wyboczenia  pełzają cego  dla  trójwarstwowej  powłoki  walcowej  w  przypadku,
gdy  warstwy  zewnę trzne  poddane są   działaniu obcią ż enia  normalnego,  warstwa
wewnę trzna  zaś  pracuje  na ś cinanie. Jeż eli  zastosować  kubiczne  prawo  peł zania,
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to  moż na wyprowadzić  równanie, opisują ce  zmianę  kształ tu przekroju  poprzecz-
nego  w  czasie  długiej  walcowej  powłoki  kolistej,  poddanej  działaniu  równo-
miernego  zewnę trznego  ciś nienia  poprzecznego.  W  pracy  [9.7]  N. J.  H OF F,

W. E.  JAHSMAN   i  W.  NACHBAR  przedstawili  pełne  rozwią zanie  podobnego
problemu otrzymując  ponadto zależ ność mię dzy czasem krytycznym  a amplitudą
począ tkowych  ugię ć.  Praca  E.  SUNDSTRÓMA  [9.8]  uwzglę dnia  obok  ciś nienia
poprzecznego  również  i  ś ciskanie  osiowe,  jednakże  rozwią zanie  otrzymano
w  formie  uwikłanej.  Model  powłoki  trój warstwowej  ł ą cznie  z  prawem  dwu-
osiowego  pełzania został  niedawno wykorzystany  przez  F. W.  FRENCHA  i  S. A.
PATELA  [9.9]  dla  analizy  osiowo- symetrycznego  wyboczenia  pełzają cego  walco-
wej  powłoki  kolistej,  ś ciskanej  osiowo.  W  wyniku  badań  doś wiadczalnych
przeprowadzonych  przez  E. E.  MATHAUSERA  i  A.  BERKOWITSA  [9.10]  autorzy
ci  podali  półempiryczną   metodę   analizy  wyboczenia  pełzają cego  walcowych
powłok kolistych,  naraż onych na czyste zginanie. W pracy  [9.11] przedstawiono
rozwią zania  pewnych  problemów  wyboczenia  pełzają cego  powłok  (oraz  płyt)
ś ciskanych  osiowo.  G.  LIAN I S  [9.12]  w  oparciu  o  twierdzenie  wariacyjne
Sandersa  rozwią zał   zagadnienie  wyboczenia  pełzają cego  otwartych  rur  cienko-
ś ciennych  przy  skrę caniu •   zakładając  nieograniczony  wzrost  ką ta  skrę cania.
Analiza  wyboczenia  pełzają cego  długich  walcowych  powłok  kolistych  pod
dział aniem  wysokiej  temperatury  i  ciś nienia  zewnę trznego  była  przedmiotem
pracy  [9.13].  Ogólne  równanie wariacyjne  dla statecznoś ci przy pełzaniu powłok
(i  pł yt)  w  oparciu  o  teorię   nieliniową   wyprowadził   I . G.  TIERIEGUŁOW  [9.14].
W  pracy  [9.15]  rozwią zano  zagadnienie  utraty  statecznoś ci  małowyniosłej
powłoki  kulistej  z  materiału łepkosprę ż ystego  (uję cie  nieliniowe).

10. Stateczność dynamiczna powłok

Zagadnienie  utraty  statecznoś ci  powłok,  poddanych  działaniu  obcią ż eń
dynamicznych, wzbudziło  zainteresowanie  dopiero  w  ostatnich  latach.  Należy
do  niego  sprawa  statecznoś ci  powłok,  poddanych  działaniu  obcią ż enia  uda-
rowego  oraz  problem  statecznoś ci  drgań,  wywołanych  obcią ż eniem  okresowo
zmiennym.

W  serii  badań  doś wiadczalnych  opisanych  w  pracy  [10.1]  nieusztywnione
powłoki  aluminiowe  poddano obcią ż eniom  dynamicznym  w  procesie uderzenia
w  kierunku  osiowym  masą  o duż ej  prę dkoś ci począ tkowej.  Badania te wykazały,
że  charakter  utraty  statecznoś ci  jest  tutaj  nieco  odmienny  niż  w  przypadku
obcią ż eń  statycznych,  mianowicie  że  powierzchnia  ś rodkowa  powłoki po utra-
cie  statecznoś ci  posiada  wprawdzie  wybrzuszenia  w  kształcie  rombowym
(jak  w  przypadku  statecznoś ci  statycznej),  jednakże  rozcią gają   się   one  równo-
miernie  na  całą   powierzchnię   powłoki, przy  czym  długoś ci wybrzuszeń  maleją
wraz ze wzrostem prę dkoś ci uderzenia. Ponadto energia pochłonię ta w przypadku
wyboczenia  dynamicznego  jest  wię ksza  niż  w  przypadku  wyboczenia  statycz-
nego.
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Pierwsze  badania  teoretyczne  nad  statecznoś cią   dynamiczną   powłok  zarówno
walcowych  jak  i  kulistych  przeprowadził   W. W.  BOŁOTIN   [10.2  i  10.9].  Za-
stosował   on teorię   klasyczną   do okreś lenia  dynamicznych  obcią ż eń  krytycznych
dla  ś ciskanej  osiowo  powłoki  walcowej  i  dla  powłoki  kulistej,  poddanej  dzia-
łaniu  równomiernie  rozłoż onego  okresowo  zmiennego  ciś nienia  radialnego.
Dopiero  stosunkowo  niedawno  W. Ł .  AGAMIROW  i  A.  S.  WOLMI R  [10.3]
rozszerzyli  i  uzupełnili  te  badania  stosując  teorię   nieliniową .  WOLMI R  [10.4]
rozwią zał   ponadto, również  w  oparciu  o teorię  nieliniową ,  problem  statecznoś ci
dynamicznej  małowyniosłej  ł upiny  walcowej  poddanej  działaniu  ciś nienia
osiowego.

Nowoczesne  uję cie  niektórych  zagadnień  statecznoś ci  powłok  sprę ż ystych,
poddanych  działaniu  obcią ż eń  dynamicznych,  w  oparciu  o  teorię   nieliniową
przy  zastosowaniu  metody  Bubnowa—Galerkina  i  maszyn  matematycznych
przedstawione  zostało  w  pracy  [10.5].

J. C.  YAO  [10.5]  rozwią zał   problem  statecznoś ci  dynamicznej  dla  walcowej
powłoki  kolistej  poddanej  ciś nieniu  poprzecznemu.  Zagadnieniu  statecznoś ci
dynamicznej  walcowej  powłoki  kolistej  znajdują cej  się   pod  działaniem  obcią-
ż enia  ruchomego  (rozwią zanie  oparte  jest  na  teorii  klasycznej)  poś wię cona
jest  praca  [10.7].  Wreszcie  W. W.  BOŁOTIN   [10.8]  rozwią zał   zagadnienie
nieustalonego  flatteru  małowyniosłych  powłok  (i  pł yt)  w  strumieniu  gazu.
Monografia  [10.10] omawia  również  literaturę   zagadnienia.  N iestety,  do  chwili
obecnej  brak  jest  dostatecznej  liczby  badań  doś wiadczalnych,  aby  potwierdzić
słuszność  tej  czy  innej  teorii  przyję tej  w  wyż ej  cytowanych  pracach.

11. Statystyczne  uję cie  teorii statecznoś ci  powłok

Przed  kilku  laty  w  Zwią zku  Radzieckim  powstał   nowy  kierunek  w  teorii
statecznoś ci  powłok,  zwią zany  z  zastosowaniem  metod  statystycznych.  Pionie-
rem  na  tym  polu  był   W.  M .  BOŁOTIN   [11.1],  który  badał   wpływ  «wstę pnych
niedoskonałoś ci»  kształ tu  na  stateczność  powłok  rzeczywistych.  Idea  prze-
wodnia  jego  pracy  jest  nastę pują ca.  Przemieszczenia  punktów  powierzchni
ś rodkowej  powłok  okreś la  się   za  pomocą   niewielkiej  liczby  niezależ nych  para-
metrów,  przy  czym  począ tkowe  wartoś ci  tych  parametrów  przyjmuje  się   jako
wielkoś ci  losowe.  Zakładają c,  że  znana  jest  postać  funkcji  rozkładu  dla  tych
wielkoś ci  oraz  zależ ność  od  nich  górnego  obcią ż enia,  krytycznego,  moż na
okreś lić prawo rozkładu prawdopodobień stwa  dla samego  obcią ż enia  krytycznego.
BOŁOTIN   rozpatrzył  konkretny  przykład statecznoś ci  ł upiny  walcowej  ś ciskanej
wzdłuż  tworzą cych.  Scharakteryzował   on  «wstę pne  ugię cie»  ł upiny  jednym
parametrem  (ugię ciem  ś rodka  łupiny),  po czym  przyj ą wszy  dla  tego parametru
normalne  prawo  rozkładu  znalazł   funkcję   rozkładu  dla  górnego  ciś nienia  kry-
tycznego.  Moż na  również,  w  ogólniejszym  przypadku,  okreś lić  prawdopodo-
bień stwo  wystą pienia  tzw.  «stanu  niebezpiecznego)  ł upiny,  przy  czym  przez
to ostatnie rozumiemy albo utratę  statecznoś ci ł upin, albo wystą pienie  maksymal-
nych  ugięć  bez  utraty  statecznoś ci.  Tym  sposobem  moż liwe  jest  uwzglę dnię-
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nie  nie  tylko  wstę pnych  niedoskonałoś ci kształ tu,  lecz  również  i  innych  czyn-
ników,  np.  warunków  brzegowych.  L I .  WOROWICZ  [11.2,  11.3],  rozpatrzył
inną   stronę   tego  problemu  przyją wszy  w  charakterze  wielkoś ci  przypadkowej
obcią ż enie,  któremu powłoka jako element konstrukcyjny  poddana jest w okresie
eksploatacji.  I   w  tym  przypadku  moż na  rozwią zać  zagadnienie  prawdo-
podobień stwa  utraty  statecznoś ci  powłoki.  Cytowany  badacz  jest  również
autorem  dwóch  nastę pnych  prac,  [11.4,  11.5],  analizują cych  niektóre  inne
problemy  nieliniowej  teorii  statystycznej  wyboczenia  powłok  sprę ż ystych.
Wreszcie  w  1962  r.  ukazały  się   trzy  prace  W. M.  GONCZARENKI,  [11.6- 11.8],
które  stanowią   również  poważ ny  przyczynek  do  teorii  statystycznego  uję cia
problemów  statecznoś ci  powłok  sprę ż ystych.

12. Prace polskie

Literatura  polska  z  dziedziny  statecznoś ci  powłok  jest  stosunkowo  uboga.
Przeważ ają ca  wię kszość  opublikowanych  dotychczas  prac  oparta jest  na  teorii
klasycznej.  Oto  najważ niejsze  pozycje,  oparte  na  teorii  liniowej.  A.  LISOWSKI

[12.1]  zbadał   metodą   róż nic  skoń czonych  wyboczenie  kopuł   obrotowych
pod  działaniem  cię ż aru  własnego  i  parcia  poziomego.  S.  WIŚ NIEWSKI   [12.2]
rozwią zał   zagadnienie  długiej,  izotropowej  walcowej  powłoki  kolistej  poddanej
działaniu ś ciskania  osiowego  i skrę cania. W.  NOWACKI   [12.3] rozpatrzył  problem
statecznoś ci walcowej  ł upiny kolistej  o brzegach swobodnie podpartych i utwier-
dzonych, poddanej  działaniu ś ciskania  i ś cinania. Ten sam autor wraz  z Z.  OLE-
SIAKIEM   [12.4]  zbadał   stateczność  walcowej  powłoki  kolistej  wzmocnionej
ż ebrami.

Z.  PARSZEWSKI   [12.5,  12.6]  rozwią zał  waż ne  technicznie zagadnienie  statecz-
noś ci  dla  zamknię tej  ortotropowej  walcowej  powłoki kolistej,  o duż ej  i  ś redniej
długoś ci,  w  przypadku  skrę cania.  Z.  NOWAK  [12.7]  okreś lił   wielkość  górnego
ciś nienia  krytycznego  dla  powłoki  walcowej  o  przekroju  owalnym,  zbliż onym
do  kołowego,  ś ciskanej  osiowo.  M .  Ż YCZKOWSKI   [12.8]  zastosował   metodę
uogólnionych szeregów  potę gowych  do okreś lenia  iloś ci pół fal,  odpowiadają cych
minimum  obcią ż enia  przy  promieniowym  ś ciskaniu,  a  nastę pnie  okreś lił   mi-
nimalne ciś nienie i podał  wzory na konieczną  grubość powłoki w tym przypadku.
J.  LEYKO  [12.9]  rozwią zał   metodą   Galerkina  problem  statecznoś ci  ś ciskanej
ortotropowej  powłoki  stoż kowej.  K.  BORSUK  [12.10]  badał   niesymetryczne
postacie  wyboczenia  powłoki  walcowej  o  zmiennej  gruboś ci.

Pierwszą   pracą   polską,  traktują cą   o statecznoś ci  walcowych  powłok  kolistych
w  uję ciu  geometrycznie  nieliniowym,  jest  praca  S.  WIŚ NIEWSKIEGO  [12.11]
dotyczą ca  ś ciskanej  powłoki  stoż kowej.  Praca  [12.12]  podaje  wyniki  doś wiad-
czalnego  sprawdzenia  teorii.  J.  LEYKO  W  pracy  [12.13]  rozwią zał   zagadnienie
statecznoś ci  walcowej  ł upiny  kolistej  o brzegach  swobodnie  podpartych,  pod-
danej  działaniu  ś cinania  i  ciś nienia  zewnę trznego.  Autor  przyją ł   nastę pują cą
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przybliż oną   postać  funkcji  ugię cia  przy  utracie  statecznoś ci

z  .  ,  ,  nx  ,  ny  ,  ,  ,  7^ix  .  2ny
w{x,y)  = / 1sm  sin- ^- H - /2sin  sin—=^->

gdzie  a,  b  oznaczają   wymiary  powłoki  w  kierunku  tworzą cej  i  obwodowym.
Do  rozwią zania  nieliniowych  równań  statecznoś ci  zastosował   on  metodę   Bub-
nowa—Galerkina.  To  samo  zagadnienie,  ale  przy  uwzglę dnieniu  «ugięć  wstę p-
nych)),  rozwią zał,  również  w  uję ciu  nieliniowym,  A.  JARECKI   [12.14].

Wyboczenie  pełzają ce  ł upiny  walcowej  badał   Z.  BYCHAWSKI,  [12.15].  Roz-
wią zał   on w  uję ciu  liniowym  i  nieliniowym  problem  osiowo  ś ciskanej  powłoki
walcowej  przy  założ eniu,  że  przy  utracie  statecznoś ci  tworzy  się   tylko  jedna
pół fala  zarówno  w  kierunku  osiowym,  jak  i  obwodowym.

Podstawy  teoretyczne  i  wyniki  duż ej  serii  badań  modelowych  nad  statecz-
noś cią   powłok  cienkoś ciennych  podał   w  pracach  [12.16- 12.18]  A.  LISOWSKI.
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P  e 3 K) M e

OB3OP HOBElllIIH X PAEOT nO yCTOffaHBOCTH  TOHKOCTEHHLIX  OBOJIO^EK

B  paGoTe npoBefleHa  CHCTeiwaTHKa H flaHO o6cyłKfleHiie  6ojiee  200 ny6jnn<aflHH  M3  pa3jnnH Ł ix
o6jiacTeił   ycTOiłTOBOCTH ofiojKweK.  OcoSoe  BHHMaHHe yflejieHo  aHann3y  ycroihuiBocTH  o6ojK«eK
B  HejiHHeiiHoif  nocraHOBKe  it  B n.  2  npuBefleHŁi  cooTBeicTByioiHHe  ocHOBHŁje  ypaBHemwr.

B  ocTaJitHBix  iryHKTax  pa6oTti  paccMOTpeHBi  cnesywirtHe  Bonpocbi:  (3)  —
ycroifcfflBOCTb  i(HJinH#piraecKHX oSojio^eK  B ynpyroH  ofinaciH,  (4) —  ycroirmiBOCTŁ
o6ojio'qeKj  (5) —  ycroń ^HBOCTB KOH H ICCKHX  OSOJIOUCK,  (6) —  ycTofttiHBOCTŁ  ycHJieHHbix  H aHH3o-
TpOIIHbK  oSojlO^eKj  (7)  yCTOiNHBOCTŁ flByX-  H TpexCJIOHHBIX  o6ojIOMeK3  (8)  yCTOftqHBOCTb
oSojio^ieK  B ynpyrormacTKiiecKofi:  o6jiacrH,  (9) —  noTepa  ycioOTHBOCTH  OT H3MeHeHHH  TeMnepa-
Typw  H ycToihiHBOcTB  c  yqeTOM   nojraytiecTHj  (10)  — flHHaMH^ecKan ycioił ^iiBOcTb  oSononeKj
(11) —  CTaTHCTH îecKHH  MeTOfl  B TeopHH  ycToń MHBOCTH  o6ojio^ieK.

B  nocjieflHeM   nyHKTe (12)  aaeTcn KpaTKHiŁo630p  ITOJILCKHX  pa6oT  no ycTOiitiHBOCTH  o6ojioqeK.

S u m m a ry

RECENT  ACHIEVEMENTS  IN  TH E  F IELD  OF  STABILIT Y

OF  THIN - WALLED  SHELLS

More than 200 publications on various problems of shell stability  are  discussed  an  systematized,
Particular attention is paid to the non- linear approach to the shell stability,  and the corresponding
fundamental  equations are  given  in  Sec.  2.

The  following  problems  are discussed  in  the subsequent  sections  of  the paper:  (3) —  statical
stability  of  cylindrical  shells;  (4) — stability  of  spherical  shells;  (5) — stability  of conical  shells;
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(6) —  stability of  reinforced and anisotropic shells;  (7) — stability of layered shells; (8) — stability
of  shells  in  plastic  domain;  (9) —  thermal  stability  and  creep  buckling;  (10) — dynamical  sta-
bilit y of  shells;  (11) —  statistical approach to the theory of stability  of  shells.

Sec.  (12) contains a short review of Polish papers dealing with the problems of stability of shells.
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