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1. Wstep

Powloki cienkoscienne, zaréwno otwarte jak i zamknigte, znajdujg szerokie
1 wazne zastosowania w rozmaitych gateziach przemystu, a przede wszystkim
w budownictwie, lotnictwie, przemy$le maszynowym itp.

W literaturze §wiatowej ukazalo si¢ bardzo duzo prac teoretycznych i dogwiad-
czalnych, zajmujacych si¢ analiza statecznosci powlok o réznych ksztattach
geometrycznych, poddanych dzialaniu rozmaitych obcigzed. Do roku 1934
wszystkie prace teoretyczne opieraly si¢ na tzw. teorii klasycznej (liniowej),
przedstawionej przez LovE'A [1.1], u ktdrej podstaw lezy zalozenie, ze wszystkie
sktadowe u, v i w wektora przemieszczenia dowolnego punktu powierzchni
srodkowej powloki sg male w poréwnaniu z jej grubosdcig. Podstawowe réwnania
i zaleznodci teorii klasycznej stanowia jedynie modyfikacje odpowiednich
réwnan i zaleznodci liniowej teoril sprezystosci.

Wyliczone na bazie teorii liniowej wartosci obcigzent krytycznych, ktérych
minima noszg nazweg gérnych obcigzed krytycznych, byly z reguly znacznie
wyZsze niz warto$ci otrzymane na drodze eksperymentalnej. Fakt ten byl
dowodem, ze teoria klasyczna statecznoéci powlok jest niedoskonata i wymaga
daleko idacych korekt i uzupetlnien.

W r. 1934 ukazala si¢ fundamentalna praca L. H. DonNnNELLA [1.2], W ktdrej
przedstawiono podstawy nowej teorii tzw. odksztalceri skoficzonych (t.j. rzedu
grubodci powloki) malowyniostych powlok cienko$ciennych. Od tego czasu
datuje si¢ zywiolowy rozwdj teorii statecznodci powlok, ktérego owocem jest
szereg prac bazujacych na niej, nazywanej réwniez teoriag geometrycznie nie-
liniowg lub krétko mieliniowq, poniewaz podstawowe réwnania tej teoril sg
nieliniowymi réwnaniami rdézniczkowymi czastkowymi. Obliczone w tych
pracach wartodci obciagzefh krytycznych, ktérych minima noszg nazwe dolnych
obcigzen krytycznych, okazaly si¢ w wigkszodci przypadkéw niemal zgodne
z wartodciami otrzymanymi na drodze eksperymentalnej. W ostatnich latach
odbyto sig kilka sympozjéw, poswieconych teorii powtok (Delft 1959, Lwéw 1961,
Amsterdam 1962), na ktérych gléwnz uwage koncentrowano na problemach
stateczno$ci powtok.
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Przedstawione na tych sympozjach prace wykazuja, ze w chwili obecnej
duze zainteresowanie wzbudzajg takie stosunkowo mlode dziedziny teorii
statecznodci powlok, jak stateczno$é powlok bimetalicznych, wyboczenie spre-
zysto-plastyczne i pelzajace oraz stateczno$¢ dynamiczna powlok, aczkolwiek
w dalszym ciggu wiecle jeszcze uwagi poswigca si¢ tradycyjnym problemom
statecznodci sprezystej powlok izotropowych i ortotropowych o réZnych ksztat-
tach geometrycznych, poddanych dziatanin obcigzen zlozonych.

Celem niniejszej pracy jest zwiezly ale wyczerpujacy przeglad nowszych
prac, przede wszystkim z zakresu nieliniowej teorii stateczno$ci malowyniostych
powlok cienkosciennych z uwzglednieniem prac cksperymentalnych, wery-
fikujagcych obliczenia teoretyczne, oraz zestawienie najwazniejszych pozycji
bogatej, a malo u nas znanej literatury tego zagadnienia.

Warto nadmienié, ze w ostatnich latach opublikowane zostaly 4 prace prze-
gladowe z dziedziny stateczno$ci powtok, mianowicie A.S. Wormira [1.3],
W. A. Nasaa [1.4], M. O. Acuvmiacco [1.5] i1 . M. Kurszina [1.6].

W pracy [1.3] zamieszczono 174 pozycje literatury i oméwiono obszernie
publikacje traktujace o statecznos$ci plyt i powlok, ktére ukazaty si¢ w latach
1941-1956. Wtlasciwy przeglad poprzedzony jest wstgpem teoretycznym.
Praca wysuwa na pierwszy plan publikacje badaczy radzieckich, aczkolwiek
wiele miejsca podwigca réwniez omodwieniu wazniejszych prac uczonych za-
chodnich.

Publikacja przegladowa [1.4] omawia najwaZniejsze prace teoretyczne
i eksperymentalne, traktujace tylko o statecznosci powlok cienkodciennych,
ktére ukazaty sie do roku 1957. Autor podaje 59 pozycji literatury 1 omawia
gldwnie prace badaczy zachodnich cytujac zaledwie kilka prac uczonych ra-
dzieckich. Prace [1.5 1 1.6] majg charakter specjalny. Pierwsza z nich omawia
jedynie liniowe problemy statecznosci sprezystej i drgan wilasnych powlok
cienkosciennych (156 pozycji literatury), druga zas$ zajmuje sie¢ bardzo obszer-
nie zagadnieniami statecznosci tréjwarstwowych plyt i powlok (277 pozycji
literatury).

Szczegotowy przeglad wielu prac teoretycznych i dodwiadczalnych z bogatej
dziedziny stateczno$ci powlok o réznych ksztaltach geometrycznych, przy
rozmaitych rodzajach obcigzen prostych i zlozonych, mozna znalez¢ w dosko-
nalych, ale trudno dostgpnych monografiach G. Grrarpa i H. BEckera [1.7]
oraz G. GERrArRDA [1.8]. Réwniez stosunkowo niedawno wydane monografie
K. Girgmanna [1.9], A. S. Wormira [1.10], H. M. MuszTarieco i K. Z. Ga-
rivowa [1.11], O. D. Onraszwirieco [1.12] 1 W. Frucceco [1.13] prezentuja
bogaty material teoretyczny i doéwiadczalny z wielu dziedzin statecznoéci
powlok.

Liczba ukazujacych si¢ prac po$wieconych statecznodci powlok jest ostatnio
tak duza, Ze niniejszy przeglad nie moze by¢ pelny. Wystarczy wspomnieé,
ze w pigciu rocznikach czasopisma «Riefieratiwnyj Zurnal», 1957-1961, oméwio-
no Iacznie 298 prac z tego zakresu. Dlatego tez postaramy si¢ omdéwi¢ jedynie
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pozycje wazniejsze, co do ktérych mozna przypuszczaé, ze beda mialy znaczenie
dla dalszego rozwoju teorii statecznosci powlok. Prace polskie bedg przy tym
wyodrebnione w osobnym rozdziale.

2. Podstawy geometrycznie liniowej teorii malowynioslych powlok cicnkoSciennych

Rysunek 1 przedstawia element powierzchni srodkowej matowyniostej
powloki cienkosciennej. Niech x i ¥ beda osiami wspdtrzednych krzywolinio-
wych, pokrywajacymi si¢ z liniami gléwnych krzywizn powierzchni w punkcie M,
a 2z — osig normalng do powierzchni §rodkowej w tym punkcie.

Oznaczymy przez &, & wydluzenia wzgledne w kierunkach stycznych
do osi x i y;y, — odksztalcenie postaciowe powierzchni $rodkowej wywotane
naprezeniami bfonowymi oy, 6y 1 14,5 4, v, w s3 skladowymi wektora prze-
mieszczenia punktu M odpowiednio w kierunkach osi x, v, 2.

M

Ty

Rys. 1

U podstaw nieliniowej teorii malowyniostych powlok cienko$ciennych lezg
nastgpujace relacje [1.10]:

du 1{ 0w\

o = %—kﬂ”i(“ﬂ) ’

v 1{ 0w\

21 =" _ (£,
du dv  Ow Ow

Yo = g T o T e oy

gdzie Ry, k, s3 gléwnymi krzywiznami powierzchni érodkowej powloki w punk-
cie M.

Zmiany krzywizn x,, %, i %,, powierzchni $érodkowej, wywotane momentami
zginajacymi M,, M, i momentem skrecajacym M,, (momenty te odniesione
s3 do jednostek dlugodci linii x, ¥ powierzchni $rodkowej, rys. 2), okresla si¢
w nieliniowej teorii powlok malowyniostych analogicznymi zaleznosciami jak

3 Mechanika Teoretyczna 1 Stospwana
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dla plyt:

0w 0w *w
(2.2) Hx:——agz—’ %y-———'—-——éﬁ’ %xy————ax—ay

Rys. 2

Zwigzki miedzy naprezeniami blonowymi i odksztalceniami liniowymi
powierzchni $§rodkowej ustala uogdlnione prawo Hooke’a, ktére dla powlok
izotropowych mozna przedstawi¢ w postaci:

E
[ ] w(ex-l—ve,) ,

E
(2.3) Oy = —1?1’?(6}'-'—1}6.7:)

=B

xy — 2(1_{_1,) Vxy
gdzie E jest modulem Younga, » wspélczynnikiem Poissona. Podobne zalei-
nosci wigzg momenty zginajace i skrecajgce ze zmianami krzywizn powierz-
chni $rodkowe;j:

-

M, = D(xy+vx,),
(2.4) M, = D(xy+wx,) ,
M,y = D(1—=)stry
gdzie D = Eh3[12(1—?) jest sztywnoscia walcows powloki, a 2 jej gruboscis.
Z réwnari (2.1) otrzymuje sie podstawowe réwnanie zwarto$ci wewnetrznej:
Pey | ey PYuy _( 8w )2_ PwFw _, Pw , Pw
ay® ' Ox®  Oxdy  \ dxdy Rx o 7 oa®.
Wprowadzajgc funkcje naprezen @(x, y) zwigzang z napreZeniami blono-
wymi relacjami

(2.5)

0P o*D oD
(26) O'x—a—yz—, Uy:W’ Tyy = —W,

otrzymujemy z (2.5), przy uwzglednieniu (2.3) i (2.6), pierwsze podstawowe
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réwnanie nieliniowej teorii matowynioslych, izotropowych powlok cienko$cien-
nych:

A%z )2 Pw Pw % gy

1oyr . _ .
2.7) . fVQ“(axay o2 0y2 < gy S

gdzie
o2 2 2
4 - —_— —_— .
v (3x2 + 3y2)
Drugie réwnanie podstawowe, wigzgce funkcje @ i w, otrzymuje sie z réwnan

réwnowagi wewnetrznej elementu powloki. Ma ono postaé:

D, uwdd Fwdd | Fw IO, BD |, o6
28) Vo= e T 57 T 2 axdy axay Treayr g

+ T ’
gdzie g oznacza obcigzenie przypadajace na jednostke pola powierzchni $rod-
kowej.

Dla walcowej powtoki kolistej o promieniu R réwnania (2.7) i (2.8) przyjmuja
forme¢ uproszczony, k., = 0; k, =1/R:

1ar 2w \* 2w Sw 1 &w

29) EV@“HE@)“aE@J*WEFf
D_,  &w dd | Puw &P Fw PP 1 PP g
(210)  FVe=75 9y® + oy* Ox? —2 oxdy Ox0Y TR T

Réwnania (2.7) i (2.8) s3 sluszne dla malowyniostych powlok izotropowych
o idealnym poczgtkowym ksztalcie geometrycznym. W przypadku gdy powloka
posiada tzw. «ugiecia wstepne», opisane funkcja w, (%, y), to przy zatozeniu
W,/ = const, a wiec gdy pierwotna powierzchnia ugigcia odpowiada ugieciom
po wyboczeniu, zamiast (2.1) otrzymujemy uogélnione zwigzki:

o — a _rar X (aw)’

ox

37} ow

11 ,
@) o= bt S5
du dv dw Jw
=y T T e

a réwnania (2.7) i (2.8) przybierajg postaé:

1 2w \2 o Pw Sw Pw
2.12 —_ Vi = —_ — — s
(212) EV? K[( axay) P ay2] ke g

aw
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D_, K+1(&Pw oD  &w 8P Pw PP
(2.13) va— 2 (axz ay? Y2 dx? o dxdy 3x8y +
>P
+ X a a2 —I_ Y a 2 —I_Z’
gdzie
(2.14) K= 1+3;")_° — const.

Sciste rozwigzanie ukladu réwnan (2.7) i (2.8) lub (2.12) i (2.13) wzglgdem
funkcji w i @ nie jest mozliwe. Pozostaja wigc jedynie metody przyblizone
(kolejnych przyblized, réznic skonczonych, malego parametru, energetyczne,
ortogonalizacyjne itp.).

Poniewaz przy analizie statecznosci powlok walcowych kolistych (a czesto
i stozkowych) w oparciu o teori¢ nieliniowa przyjmuje si¢ przyblizona postaé
funkcji ugiecia w (x, y) przy utracie statecznosci, spelniajacg najczesciej jedynie
geometryczne warunki brzegowe, zatem dla okredlenia dolnych obcigzed
krytycznych stosuje si¢ metode Ritza (minimum catkowitej energii uktadu). Idea
przewodnia te] metody jest nastepujaca.

a) Przyjmujemy przyblizona postaé funkcji ugiecia przy utracie stateczno$ci
z reguly w formie wielomianu trygonometrycznego

(2.15) w(, y) = ;‘fmx,y),

gdzie @;(x, y) sa funkcjami trygonometrycznymi, spelniajgcymi geometryczne
warunki brzegowe, a f;( = 1, 2, ..., n) s3 na razie nieokre$lonymi parametrami.
b) Obliczamy catkowity energie odksztalcenia sprezystego powloki

(2.16) o= U+ U—W,

gdzie U, jest energia odksztalcenia zwigzana z naprezeniami blonowymi o,,
Oy, Tyy, U, energia odksztalcenia zwigzang z momentami zginajgcymi M,,
M, 1 skrecajacym M., W praca wszystkich obcigzen dzialajacych na powloke.

W przypadku izotropowych powlok walcowych,. kolistych, o idealnym

ksztalcie wyprowadza si¢ nastepujgce wzory:

Us = e f [ {<V2@>2+2<1+v>[( o0 )2_ ¢D }}dxdy,

X0y ox®  gy?
2
=7 f / { (V) +2(1— )[( o ) a2 azw]}dxdy',
xJy ox? 0y?
gdzie
0<e <L,
{0 <y <27R;

L oznacza dlugosé¢ powloki.
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¢) Z warunkéw koniecznych istnienia minimum catkowitej energii powloki

0a
of
otrzymuje si¢ ukiad 7z nieliniowych, algebraicznych réwnan, zawierajacych
n niewiadomych f; oraz poszukiwane obcigzenie krytyczne p. Z réwnar tych
okredla si¢ minimalng warto$é ciénienia p, czyli tak zwane dolne ciénienie
krytyczne.

(2.19) =0, i=1,2,..,7,

Uwaga 1. W przypadkach gdy przyjeta przyblizona postaé¢ funkeji ugiecia
przy utracie statecznosci spelnia zaréwno geometryczne jak i statyczne warunki
brzegowe, najczesciej stosowang przy analizie statecznoscei jest metoda Bubno-
wa-Galerkina.

Uwaga 2. Bogaty material teoretyczny dotyczacy teorii nieliniowej
powlok cienko$ciennych oraz przyblizonych metod rozwigzywania nielinio-
wych probleméw statecznodci powtok mozna znaleZé w monografiach [1.10
i 1.11] oraz w pracach specjalnych, podanych w spisie literatury do p.2.

3. Stateczno$¢ statvezna walcowych powlok kolistych w zakresie sprezystym

3.1. Powloki éciskane osiowo. W ostatnim dwudziestoleciu bardzo szeroki krag
badaczy stosowal podstawy nieliniowej teorii do obliczenia obcigzed kry-
tycznych w  izotropowych, sprezystych, jednowarstwowych powlokach
walcowych, poddanych dzialaniu réznych obcigzed przy rozmaitych warunkach
brzegowych. W przypadku $ciskania osiowego réwnomiernie rozioZonego
na brzegach powloki pionierskg byla klasyczna juz dzisiaj praca T. KARMANA
i H.S. Tsiena [3.1]. Rozpatrzyli oni powloke dlugg i przyjeli ‘nastepujgca
przyblizong posta¢ funkcji ugigcia przy utracie statecznosci:

(3.1.1) w(x, ¥) = fotf1 <:os—’;zzi cos[%i—{—fZ cos z%c—f—fa cosz%»

gdzie m, n oznaczajg liczby poétfal odpowiednio w kierunku tworzacych i obwo-
dowym [funkcja (3.1.1) odpowiada rombowej postaci fal]. Zakladajac f, = f,
i m = n (fale kwadratowe) oraz stosujac metode Ritza (wariacja » wzgledem
dwdéch parametréw f; i f,) otrzymali oni warto$é dolnego cisnienia krytycznego

Eh ,
R

wtedy gdy wedlug teorii klasycznej gérne ci$nienie krytyczne wynosi

_Pd - 0,195

- pg = 0,606 %— (przy » =10,3).
Dla m = n obliczenie p, nie bylo mozliwe.

Nastepnie ukazata si¢ praca H.F. MicHiELsENA [3.2], w ktérej przyjeto
przyblizong postaé funkcji =(x, y), analogiczng do zastosowanej w pracy [3.1],
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ale warunki (2.19) ulozono wzgledem czterech parametrdw fy, fo, m i 7. Mi-
CHIELSEN otrzymal p, = 0,194 Ek/R przy m/n = 0,4 (t.j dla przypadku, gdy
fale sg silnie wydluzone wzdtuz obwodu). J. KEmpPNER [3.3] odrzucit zalozenie
fo = f, 1 ulozyl warunek (2.19) w odniesieniu do pieciu parametréw fi, f3, f,
n i m/n. Otrzymat on p, = 0,182 Eg/R przy m[n = 0,362. Bardzo oryginalnie
podszed! do omawianego problemu L. Kirste [3.4]. Przyjal on mianowcie,
ze przy utracie statecznosci powloka przechodzi w wieloscian, ktéry mozna
poréwnaé z powierzchnig rozwijalng. Elementarne obliczenia doprowadzily
do wartodci p; = 0,187 Eh/R.

Problem utraty statecznosci $ciskanej osiowo, zamknietej powloki walcowej
kolistej z uwzglednieniem odksztalceri wstepnych zostal zanalizowany szcze-
gotowo (réwniez, w oparciu o teori¢ nieliniowg) przez L. H. DONNELLA
i C. C. Wana [3.5]. Wykazali oni, ze $ciskane osiowo walcowe powloki koliste
wykazujg duzg wrazliwo$é na ugiecia wstepne. Statecznos$¢ osiowo $ciskanej
powloki walcowej w ujeciu nieliniowym badat réwniez szczegélowo S.W. ALEK-
SANDROWSKI [3.6]. Wreszcie w stosunkowo niedawno opublikowanej pracy
E. D. Govricynskig] [3.7] obliczono warto$é dolnego ci$nienia krytycznego
dla omawiane] powloki stosujac metode wariacyjng W. Z. Wilasowa. Otrzy-
mana warto$é p, = 0,202 ER/R niewiele rézni si¢ od uzyskanych w wyzej
cytowanych pracach. Warto réwniez wspomnieé, ze W. THiLEMANN 1 H. J.
Drever [3.8] stwierdzili istnienie w obszarze pozakrytycznym ($ciskanej
osiowo walcowej powloki kolistej) drugiej postaci réwnowagi, rézniacej sie
znacznie od postaci analizowanej w pracy [3.3].

Przypadek osiowo $ciskanej powloki walcowej o zmiennej grubosci $cianki
rozwigzal metodg malego parametru W. WacNer [3.9].

3.2. Powloki pod ciénieniem zewne¢trznym. Problem statecznoéci zamknigtych walco-
wych powlok kolistych, poddanych dzialaniu wszechstronnego cidnienia
zewnegtrznego, zostal rozwigzany na drodze teoretycznej w oparciu o teorig
nieliniowg prawie réwnoczeénie przez F. S. IsansajEwa [3.10] i W. A. Nasua
[3.11]. Przyjeli oni nastgpujacg postaé przyblizong funkcji ugigcia przy utracie
statecznosci:

(3.2.1) w(x, y) = fy+f, sin ’z—x sin % + fzsinz%x

i stosowali metod¢ Ritza z tym, ze w pracy [3.11] uwzgledniono ponadto
wplyw ugieé wstepnych. NascH wykazal, ze parametr f,, charakteryzujacy réw-
nomierne odksztalcenie promieniowe powloki, wywiera bardzo nieznaczny
wplyw na wielkod¢ dolnego cisnienia krytycznego. Stwierdzit on ponadto, ze
wrazliwo$¢ powloki na odksztalcenia wstepne jest w przypadku wszechstronnego
ciénienia znacznie mniejsza niz przy $ciskaniu osiowym, co zostalo nastgpnie
potwierdzone w pracy L. H. DonnerLa [3.12].°

Omawiany problem byl pézniej podjety przez J. KempnNera, K. A. V. Pan-
DALAI'EGO, S. A. PasTELA i J. CrOUZET-PAscALA (por.[3.13]). Przyjeli oni naste-
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pujaca przyblizona funkcje ugigcia przy utracie statecznosci:

nx Ly 3nx Ty X Inx
w = f, cos Tcos,Ty——{—f2 co'sTcos—}:—{—f3 cos ——+f, cos ——+fo,

gdzie A, oznacza diugo$¢ pétfali w kierunku obwodowym.

W odréznieniu od (3.2.1) tutaj poczatek osix zostal przyjety w $rodku powtoki.
Warunek minimum catkowitej energii ukladu utoZono w odniesieniu do czterech
parametrow (fy, for S35 fo)-

Warto nadmienié, Ze w przypadku wszechstronnego ci$nienia wartosci
dolnych obcigzei krytycznych réznig si¢ stosunkowo niewiele od wartosci
gbrnych ciénien krytycznych (p, = 0,75 p,). Jedynie w pracy [3.13] stwierdzono,
ze w niektérych przypadkach p, = 0,97 p,. E. Wenk, R. C. Srankarp i W. A,
Nasu [3.14] oraz W. A. Nacajgw [3.15] przeprowadzili serie dodwiadczen
nad statecznoscia walcowych powlok kolistych, poddanych dzialaniu wszech-
stronnego ci$nienia. Rezultaty ich badah pokrywaja sie niemal dokladnie z wyni-
kami otrzymanymi w pracach [3.10-3.12]. We wszystkich cytowanych
w tym punkcie pracach teoretycznych zakladano przegubowo-przesuwne
podparcie brzegéw powloki. Nie rozpatrzono dotychczas przypadku brzegéw
utwierdzonych. Tylko W. A, Nasa [3.16] obliczyl warto$¢ gérnego ciénienia
krytycznego walcowej powloki kolistej o brzegach utwierdzonych, poddanej
dzialaniu wszechstronnego cisnienia zewnetrznego. Przyjmujac

w =fsin“‘ﬂcosﬂ

L R

i stosujgc metode Ritza w odniesieniu do parametru f otrzymat on wzdr:

4
7
RO IR G
2 L L/ \R 2\R 2\ [ n\¥]?
4| =] +|=| { R?
[z G
3 (a1 _(x\* 3
ZR(W) +7R(‘L“) IR

Godne uwagi sg stosunkowo niedawno przeprowadzone przez W.E. Mi-
NIEJEWA [3.17] bardzo szczegdélowe badania eksperymentalne nad wplywem
odksztalcent wstepnych na stateczno$¢ walcowych powlok kolistych, poddanych
dzialaniu wszechstronnego $ciskania. Rezultaty jego badan pokrywajg si¢ z wnios-
kami zamieszczonymi w pracach [3.11, 3.12].

3.3. Inne typy obciazed i przypadki zlozone. Utrata statecznodci izotropowych wal-
cowych powlok kolistych przy czystym skrecaniu zostala po raz pierwszy
zanalizowana w oparciu o teori¢ nieliniowa i przy zastosowaniu metody
Ritza przez T. Loo [3.18] i N.J. Kriwoszejewa [3.19], a nastepnie przez
W. A, Nasaa [3.20]. Wszyscy cytowani autorzy uwzglednili wplyw ugieé
wstepnych na wielko$é dolnego naprezenia krytycznego i wykazali, ze walcowa
powloka kolista jest przy skrecaniu mniej wrazliwa na odksztalcenia wstepne

Pr=
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niz w przypadku $ciskania osiowego. W pracach [3.18 i 3.19] przyjeto dla
brzegédw swobodnie podpartych:

(33.1) wis,3) = fusin e sinZHID | i T,

gcizie y jest tangensem kata nachylenia osi fal $rubowych do tworzacej, i wy-
korzystano warunek (2.19) w odniesieniu do dwéch parametréw f; i f;, przy
czym wartosci y 1 m przyjeto w oparciu o teori¢ klasyczng. W pracy [3.20]
natomiast rozpatrzono zaréwno przypadek brzegéw utwierdzonych jak i swobod-
nie podpartych przyjmujac w pierwszym przypadku

wix, ¥) = fot+/fi sinz%“isin?_@%m +f2 sinz%-
w drugim za$
7 ;e X . n —'— X , . X
w(w, y) = fotfi sin - sin _O%z_) T frsine 22

Stosujac metode Ritza Nash ufozyt warunek (2.19) w odniesieniu do wszystkich
parametréw fy, fs, ¥, , a otrzymany uklad nieliniowych réwnan algebraicz-
nych rozwigzal za pomoca maszyny cyfrowej IBM-602A. Ten sam badacz
przeprowadzil serie do$wiadczerr [3.21] nad statecznoscig skrecanych walco-
wych powlok kolistych. Badania te wykazaly zadowalajacg zgodno$é miedzy
teorig a doswiadczeniem. Nieliniowe ujecie statecznos$ci powlok walcowych
przy czystym skrecaniu zawiera réwniez praca Y. YOSHIMURY i J. Nusawy
[3.22]. Przyjeli oni funkcje ugiecia w(x, y) w postaci zblizonej do (3.3.1). Dolne
naprezenie krytyczne wyznaczone w tej pracy wynosilo przy pewnych para-
metrach geometrycznych powloki i okreslonym sposobie przylozenia obcigzenia
809, wartodci napreZenia gérnego.

W  przypadku statecznosci walcowych powlok kolistych przy skrecaniu
istnieje jeszcze jedna dotychczas nieuwzgledniona sprzecznoé;é miedzy teoria
a doswiadczeniem. W pracach teoretycznych zaklada si¢ mianowicie, ze powsta-
jace przy utracie statecznosci fale Srubowe rozciggaja si¢ na caly dlugosé
powloki, podczas gdy badania [3.21] wykazujs, iz ma to miejsce jedynie dla
powlok bardzo krétkich.

Badania teoretyczne przeprowadzone przez H. Loo, H. CraTe’a i E.B.
Scuwartza [3.23] wykazuja, Ze wplyw réwnomiernie rozlozonego ciénienia
wewnetrznego na statecznoéé $ciskanych osiowo cienkoéciennych walcowych
powlok kolistych zalezy przede wszystkim od bezwymiarowego parametru:

7= 2 (&Y,

Tz (h)
gdzie poszczegélne symbole oznaczaja: ¢ natezenie ciénienia wewnetrznego,
E modul Younga, R $redni promieft powloki, 2 gruboéé powloki.
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Cytowani wyzej autorzy stosujac teori¢ nieliniows wykazali, ze osiowe ci$nie-
nie krytyczne powinno wzrastaé¢ od wartosci g, = 0,376 przy g = 0, do wartosci
Pr= 0,606 przy g = 0,169, a po przekroczeniu jej osiowe cisnienie krytyczne
pozostaje stale i réwne p, = 0,606, tj. wartosci gérnego ciénienia krytycznego.
Tymczasem badania do$wiadczalne przeprowadzone przez Y. C. Funca i E.E.
SecHLERA [3.24] na powlokach ze stopéw aluminium wykazaly, Ze ciénienia
krytyczne Py s3 znacznie nizsze niz obliczone na drodze teoretycznej, aczkolwiek
ogdlny charakter zmiennosci p, jest zgodny z przewidywaniami teoretycznymi.
Jezeli jednak sporzadzimy wykres zaleznosci

AP =f(q),

gdzie 4Py = Pr—Pro (Pro wielko$¢ Py przy g = 0), to jak si¢ okazuje, rezultaty
badari doswiadczalnych zgadzaja sie zadowalajaco z wynikami teoretycznymi.

Réwnoczesne dziatanie $ciskania osiowego i poprzecznego ci$nienia zewnetrz-
nego rozpatrzone zostalo w pracach O. N. LexXk1 [3.26] 1 L. R. IsprawNIKOWA
[3.25]. Lenko wybral nastepujacg przyblizong postaé funkcji ugiecia przy
utracie statecznosci:
sin? 2

max
w(x, vy} =fi sin 2% sin 3 ~{—f2 sin? i3 52

i minimalizowa}l calkowita energie odksztalcenia sprezystego wzgledem trzech
parametrow. Ponadto cytowani autorzy badali wplyw sprezystych wregéw
na wielko§¢ dolnego ci$nienia krytycznego, umieszczonych w kilku réwno
oddalonych przekrojach.

Przypadek utraty statecznoéci walcowych powlok kolistych przy réwnoczes-
nym dziataniu skrecania i $ciskania osiowego analizowany byt w cytowanej
juz pracy 'I.'T. Loo [3.18], a takie przez O. I. TierieBuszkg [3.27], przy
czym ten ostatni przeprowadzil serie do$wiadczend weryfikujacych jego rezultaty
teoretyczne.

W 1959 r. ukazata si¢ praca O. 1. TieriEBUszKI [3.27], w ktérej autor w oparciu
o teorig nieliniowg rozwiazal problem statecznosci izotropowej walcowej powloki
kolistej, poddanej. réwnoczesnemu dziataniu $ciskania osiowego, skrecania
i zewnetrznego cisnienia radialnego. W pracy przyjeto przybliZong postaé
funkeji ugiecia przy utracie statecznoscei w postaci:

w = fot+fi sin " M+f2 m—sm +f3s n? Lx

gdzie m oznacza liczbe fal spiralnych w kierunku obwodowym przy utracie
statecznosci przy skrecaniu, n liczbe péifal w kierunku obwodowym przy
utracie statecznosci wywolanej $ciskaniem osiowym Jub ci$nieniem poprzecz-
nym, ¢ liczbe péifal wzdluz tworzacej.

Autor zastosowal do okreslenia dolnego ciénienia krytycznego metode Ritza
minimalizujgc catkowity energie sprezysta ukladu wzgledem 3 parametréw
(fvs fe» f5). Otrzymane nieliniowe réwnania algebraiczne pozwalajg obliczy¢
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ktérekolwiek z trzech naprezed krytycznych przy danych warto$ciach dwéch
pozostalych.

W. M. Dariewskr [3.28], R. 1. Kszniakin [3.29] i W. A. Marin [3.30]
zbadali statecznosé powlok walcowych kolistych przy réwnoczesnym dzialaniu
skrecania i ci$nienia wewnetrznego. MARIN stwierdzil, ze realne wartosci kry-
tycznego momentu skrecajgcego stanowig przy niezbyt duzej wartoéci ci$nienia
wewnetrznego 70-809, wartoéci momentu wyznaczonego na podstawie teorii
klasycznej.

W. M. Darmewskr [3.31] i P.G. BurbpiN [3.32] rozpatrzyli stateczno$é
walcowej powloki kolistej poddanej zginaniu sila lub parg sit. Stwierdzili oni,
ze dla powlok krétkich, zginanych silg, utrata statecznoéci wywolana jest dzia-
laniem naprezen stycznych i ma miejsce w poblizu wlékna neutralnego. Drugi
z cytowanych autoréw przeprowadzit ponadto seri¢ dos§wiadczen nad powtokami
réznej diugo$ci, poddanymi dzialaniu zginania z réwnoczesnym ci$nieniem
zewnetrznym o réznym natezeniu. Przypadek lacznego dzialania zginania,
skrecania i ciénienia wewnetrznego rozpatrzyl W. M. Dariewskr [3.33].

Bardzo ciekawe doéwiadczenia modelowe nad statecznoscig walcowych
powtok kolistych wykonanych z papieru i blony fotograficznej przy rézinych
obcigzeniach przeprowadzili W. M. CzeBanow [3.34] i P. G. BurpiN [3.32].
Wreszcie ¥.> R. IsPrawNIkOW [3.35] przeprowadzil eksperymentalne badanie
stateczno$ci powlok walcowych przy réwnoczesnym $ciskaniu osiowym, skreca-
niu i ci$nieniu poprzecznym. Pokrewny problem stateczno$ci membrany
walcowej, osiowo rozcigganej a radialnie $ciskanej, badali w zakresie ugigé
skoriczonych A. H. CornerwsseN i R.T. SHieLp [3.36].

4. Stateczno§é statyczna powlok kulistych w zakresie sprezystym

Nieliniowa teoria powlok cienkosciennych zostala réwniez z powodzeniem
zastosowana do analizy stateczno$ci sprezystej matowyniostych powtok kulistych
otwartych (tupin kulistych), poddanych dzialaniu ciénienia zewngtrznego
réwnomiernie rozlozonego na powierzchni. Pionierska na tym polu byta praca
K. Friepricusa [4.1] opublikowana w r. 1942. Przyjat on, ze w momencie
utraty stateczno$ci tworzy sie niewielkie osiowo-symetryczne wybrzuszenie
i zalozyl w jego obrebie nastepujacag przyblizong postaé funkcji ugiecia:

4.1 w = Ra(1-—-p%),

gdzie p wyraza stosunek biezacego kata srodkowego do potowy kata $rodkowe-
go, obejmujacego wybrzuszenie, ¢ = a/f. Stosujgc metode¢ Ritza FRIEDRICHS
otrzymal w jednym z wariantéw rozwigzania:

Eh Eh

(po — tzw. naprezenie «réwnowaznych energiin, por. [4.1]) wobec rezultatu
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teorii klasycznej

Eh
Pﬂ = 0,606 —IT *

Przyblizone wyniki dla p, w omawianym przypadku statecznoéci otrzymali
réwniez M. I. Bapiczewa [4.2] i W.I. Ficoposjew [4.3 i 4.4].

Ten sam problem podjeli nastepnie H. M. MuszTarr i S. G. SurRkiN [4.5,
4.6] rozwigzujac go w dwdch wariantach, mianowicie

a) przyjmowali przyblizone postacie funkcji przemieszczenia poludnikowego
u i ugiecia w w obrebie wybrzuszenia, po czym stosowali metode Ritza minima-
lizujagc o wzgledem trzech parametréw (amplitudy, z i w oraz f);

b) przyjmowali pewng «gasngcg» funkcje ugiecia w rozlozonego na calej
powierzchni powloki. Cytowani autorzy otrzymali:

=017, 5 —020 2%,

‘W pézniejszej pracy W. I. Firoposjewa [4.7] przyjeto w obszarze wybrzusze-
nia (p < 1) funkcje ugigcia

w = Ra(1—0?)?,

dla o >1 za$ wykorzystano réwnania zaburzenia brzegowego przy uzyciu
funkcji hiperboliczno-trygonometrycznych. Stosujagc metode Bubnowa—Ga-
lerkina znaleziono p, << 0. H. M. MuszTaRI [4.8] wykazal, Zze przy tym wyborze
funkcji w mozna réwniez otrzymaé p; > 0 pod warunkiem zastosowania réwna-
nia Bubnowa-Galerkina tak, aby odpowiadalo ono zasadzie mozliwych prze-
sunie¢. Ten sam problem rozwigzany zostal nastepnie w pracy U. MasuJt
1 Y. YosHimMury [4.9] (otrzymali oni py = 0,184 E%[R). W 1955 r. problem sta-
tecznofci powloki kulistej pod dziatanjem ciénienia zewnetrznego podjeli A. Ka-
pLaNi Y. C. Funcg [4.10], ktérzy zastosowali metodg matego parametru do rozwia-
zania nieliniowych réwnan stateczno$ci. Za pomoca tej metody otrzymali
oni warto$¢ dolnego ci$nienia krytycznego, zgodng z ich wlasnymi doswiadcze-
niami dla bardzo malowyniostych powlok kulistych o brzegach utwierdzo-
nych. Nast¢pnie R. R. ArcHER [4.11] rozszerzyl te badania na powloki kuliste
o0 wiekszej wyniosloéci. Ten sam problem zostal réwniez rozwigzany przy
uzyciu szeregéw potegowych z nastgpnym wykorzystaniem maszyn cyfrowych
przez E.L. Reissa, H.J. GreenBerca i H.B. Kreirera [4.12]. Otrzymali
oni wartoéci ci$nieft krytycznych zgodne z danymi do$wiadczalnymi dla sze-
rokiego zakresu wartos$ci parametréw geometrycznych powloki.

Wreszcie E. L. Reiss [4.13] przedstawit przybliZone rozwigzanie omawianego
zagadnienia w oparciu o dwie zlinearyzowane odmiany pierwotnych nieli-
niowych réwnan stateczno$ci.

. Wszystkie wymienione wyzej prace dotyczyly statecznodci tupin kulistych
{powlok kulistych otwartych) i zakladaty osiowo-symetryczny stan odksztalcenia
przy utracie statecznosci. Przypadek asymetrycznego wyboczenia takiej powloki
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zostal zbadany przez E. I. GrRicoLuka [4.14], ktéry wykazal mozliwo$¢ takiego
wyboczenia dla pewnych warto$ci parametréw geometrycznych powloki.
Obliczyl on wartos¢ dolnego cidnienia krytycznego rozwigzujac nieliniowe
réwnania statecznosci metodg Bubnowa-Galerkina. Zagadnienie statecznodci
sprezystej zamknigtej powloki kulistej z uwzglednieniem «ugie¢ wstepnychy,
poddanej dzialaniu réwnomiernego ci$nienia zewnetrznego, rozwigzal w oparciu
o teorig¢ nieliniowg L. H. DoNNELL [4.15]. Przeprowadzona przez niego analiza
otrzymanych rezultatéw wykazuje, ze powloka kulista jest stosunkowo bardzo
malo wrazliwa na odksztalcenia wstepne. W. Z. CHieN 1 H. C. Hu [4.16] przed-
stawili pélempiryczng analize statycznej statecznosci malowyniostej powloki
kulistej pod dziataniem koncentrycznie przyloZzonego obcigzenia pierdcienio-
wego, normalnego do powierzchni $rodkowej powloki. D. G. AsHwrLL [4.17]
rozwigzal problem wyboczenia takiej samej powloki, ale obcigzonej sila skupiona
skierowana do $rodka. Wreszcie F. J. Murray i F. W. WrigHT [4.18] podali
analiz¢ statecznosci powloki kulistej rozwigzujac na drodze numerycznej pod-
stawowe réwnania nieliniowej teorii powlok kulistych Idrmdna-Tsiena.

Systematyczne badania eksperymentalne nad statecznoscig tupin kulistych
poddanych dzialaniu normalnego ciénienia zewnetrznego zostaly przeprowadzo-
ne przez P. G. SurkiNa [4.19]. Opracowal on oryginalne metody przygoto-
wania modeli i badania ich utraty stateczno$ci. Inna seria doswiadczen zostala
przeprowadzona przez G.A. GIENJEwa i N. 8. Czausowa [4.20]. Wreszcie
K. KrorpeL i O. JunGBLUTH [4.21] zbadali doswiadczalnie utrate statecznosci
gladkich i wzmocnionych Zebrami powlok kulistych metodg przyspieszonych
zdje¢ filmowych. :

Pokrewny problem statecznosci membrany kulistej w zakresie ugieé skoficzo-
nych i przy uwzglednieniu fizykalnej nieliniowosci materiatu badat Guo Zrone-
HENG [4.22]. Stwierdzono stateczno$é przy ciénieniu wewnetrznym i niesta-
tecznosé przy zewnetrznym.

5. Statecznoé¢ statyczna powlok stozkowych w zakresie sprezystym

Z krétkiego przegladu prac p. 3 i p. 4 widaé, ze teoria nieliniowa moze by¢
z powodzeniem stosowana do analizy statecznosci sprezystej cienkodciennych
powlok zaréwno walcowych, jak i kulistych, poddanych dziataniu réznego
rodzaju obciazen prostych i ztozonych przy rozmaitych warunkach brzegowych.
We wszystkich przypadkach wyniki zastosowania tej teorii pozostajg w lepszej
zgodnosci z danymi doswiadczalnymi anizeli wyniki analiz opartych na teorii
klasycznej. Znacznie gorzej przedstawia si¢ sprawa, jezeli chodzi o stateczno$é
powtok stozkowych w zakresie sprezystym. Olbrzymia wiekszoéé opublikowa-
nych dotychczas na ten temat prac opiera si¢ na teorii klasycznej. Pierwsza
z tej serii wydaje si¢ by¢ praca A. PrLUGERA [5.1]. W pdéniejszej pracy H. M.
"‘MuszTARIEGO | A. W. SaczeNkowA [5.2] okredlono metodg Bubnowa—-Galerkina
warto$¢ gérnego ci$nienia krytycznego dla powloki stozkowej kolistej, poddane;]
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dzialaniu ci$nienia osiowego, réwnomiernie rozlozonego na brzegach powloki
oraz poprzecznego ci$nienia zewngtrznego. Problem statecznosci powloki
stozkowej kolistej, poddanej dziataniu jedynie poprzecznego ci$nienia hydro-
statycznego, zostal rozwigzany w oparciu o teorig klasyczng przez C. E. TAYLORA
[5.3] oraz N. J. HorrA i J. SINGERA [5.4], dla przypadku za$ $ciskania osiowego
przez P. SEIDE'A [5.5]. Pierwszg pracg o statecznosci powlok stozkowych w uje-
ciu geometrycznie nieliniowym jest praca A. W. Saczenkowa [5.6]. Wykazal
on, ze rozwigzanie MICHIELSENA [3.2] dotyczace osiowego Sciskania walcowej
powloki kolistej moze by¢ przeniesione na stozkowg powloke kolists. Wypro-
wadzil on nastgpujacy wzér dla dolnej wartosci krytycznej calkowitej osiowej
sily $ciskajacej:

P, = 0,195-27Eh? cos? v ,

gdzie y jest réwne polowie wierzchotkowego kata stozka.

W pracy [5.7] rozwigzano réwniez w oparciu o teori¢ nieliniowg zagadnienie
statecznosci powloki stozkowej o brzegach utwierdzonych pod dzialaniem
ciénienia zewnegtrznego, réwnomiernie rozlozonego na pobocznicy. Autor
zastosowal metode maltego parametru do rozwigzania nieliniowych réwnan
statecznos$ci. Podobny przypadek statecznosci w ujeciu geometrycznie nielinio-
wym zostal rozpatrzony przez R. K. RiajameTA [5.8]. Doszedt on do wniosku,
ze w przypadku ci$nienia zewnetrznego réznica miedzy gérnym a dolnym
ciénieniern krytycznym jest znacznie mniejsza niz w przypadku $ciskania
osiowego. Ten sam autor -rozpatrzyl réwniez ogdlny przypadek zachowania
si¢ stozkowych powlok kolistych w stanie pozakrytycznym [5.9]. Statecz-
no$¢ powloki stozkowej pelnej pod dzialaniem ci$nienia hydrostatycznego
réwnomiernie roztozonego na pobocznicy rozpatrzyt w ujeciu liniowym I. I. Tra-
piEzIN [5.10]. Ten sam autor okreslil na drodze do$wiadczalnej wielkosci
ci$nier krytycznych dla powlok stozkowych pelnych przy réznych wartosciach
ich parametréw geometrycznych [5.11].

L. M. Bunicz, O. M. PaLij i 1. A. PrskowITINA [5.12] rozwigzali w oparciu
o teorie klasyczng za pomocs metody Ritza zagadnienie statecznosci gladkiej
i wzmocnionej zebrami powloki w ksztalcie stozka scigtego pod dzialaniem
réwnomiernego cisnienia zewnetrznego. Ten sam problem zostal réwniez
rozwigzany w pracach [5.13-5.16]. Oryginalng metod¢ asymptotycznego
calkowania ogdlnych réwnan réwnowagi powloki stozkowej przedstawiono
w pracy [5.17]. Niestety do chwili obecnej nie rozwigzano w oparciu o teori¢
nieliniowg problemu statecznosci stozkowej powtloki kolistej przy obcigzeniu
zloZonym.

Duzg serie badand nad statecznoécig powlok stozkowych ze stopédw aluminium
przeprowadzit W. D. Jorpan [5.18]. W oparciu o wyniki swych do$wiadczen
ustalit on pewng formule empiryczng na wartodci obcigzeni krytycznych, ktéra
wykorzystywana jest z powodzeniem przy projektowaniu i konstruowaniu
powlok stozkowych.
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6. Stateczno§¢ powlok wzmocnionych i anizotropowych

Jednym z zagadnieni o bardzo duzym znaczeniu praktycznym jest przypadek
tzw. «ogdlnej utraty statecznosci» powlok wzmocnionych Zebrami, czyli przy-
padek gdy powloka i zebra usztywniajgce traca stateczno$¢ jednoczednie.
Problem ten dla walcowych powlok kolistych wzmocnionych zebrami pierscie-
niowymi i poddanych dziatlaniu zewnetrznego cisnienia hydrostatycznego
zostal po raz pierwszy rozwigzany w serii trzech prac V. L. SALERNO i B. LEVINE'A
[6.1-6.3]. W oparciu o teori¢ klasyczna obliczyli oni warto$é gérnego ciénienia
krytycznego przy ograniczajacym jednakze zaloZeniu, Ze piercienie usztyw-
niajagce muszg mieé przekroje otwarte (szczegélowo zanalizowano przekrd;
dwuteowy). To samo zagadnienie podjeli nastgpnie H. A. Arrutow [6.4]
i S. Kenprick [6.5] ograniczajac sig do przypadku obcigzenia powloki réwno-
miernym ci$nieniem poprzecznym oraz opierajgc si¢ przy okreslaniu ciénienia
krytycznego réwniez na teorii liniowej. Wartosci ciénien krytycznych wyznaczo-
ne w tej ostatnie] pracy odchylajg si¢ mniej niz o 209% od wynikéw starannie
przeprowadzonych badan eksperymentalnych w David Taylor Model Basin.
Nalezy jednakze zauwazy¢, Ze warunki brzegowe przyjete w pracy [6.5] nie
odpowiadajg sposobowi podparcia powlok w tych badaniach doswiadczalnych.
Jezeli teorie klasyczng zastosowal do warunkéw brzegowych zrealizowanych
we wspomnianych do$wiadczeniach, to okazuje sig, Ze otrzymane teore-
tycznie wartosci cignied krytycznych przekraczajg o 709, wartoéci do§wiadczalne.
Pewnym uogdlnieniem prac [6.1-6.5] jest praca W. A. NasHa [6.6], w ktérej
autor w przeciwienstwie do swych poprzednikéw: 1) przyjmuje funkcje prze-
mieszczen u(x, y), v(x, y) 1 w(x, y) w oparciu o rzeczywisty ksztalt powierzchni
$rodkowej przy utracie statecznodci; 2) wyprowadza nowy, bardziej ogdlny
wzOr na prace sit zewnetrznych; 3) rozpatruje ogdlniejszy przypadek dziatania
ci$énienia hydrostatycznego w kierunku radialnym i osiowym oraz 4) zaklada
dowolny przekréj i ograniczong sztywno$é pierécieni wzmacniajacych.

Teoria liniowa zostala ponadto zastosowana przez K.D. Turgina [6.7]
do analizy statecznosci dlugiej wzmocnionej walcowej powloki kolistej poddane;j
dzialaniu $ciskania osiowego 1 czystego zginania przez S.R. BopbnNErRa [6.8]
do badania ogélnej niestatecznosci walcowych powlok kolistych, usztywnio-
nych zebrami pierécieniowymi, wywotlanej ci$nieniem hydrostatycznym, wresz-
cie przez I. Jao. AMIRo [6.9] do analizy podluznie i poprzecznie zebrowanej
powloki walcowej przy $ciskaniu osiowym. Ogélna utrata statecznosci walco-
wych powlok kolistych wzmocnionych pierscieniami i poddanych dziataniu
ci$nienia osiowego zostala zbadana eksperymentalnie na modelach z mas plas-
tycznych przez J. C. Mc Cova [6.10]. Badania te wykazuja, ze decydujacym
parametrem usztywnienia powloki jest sztywnos$¢ skrecania pierécieni usztyw-
niajacych. P. SEDE [6.11] zastosowal teori¢ klasyczng do analizy statecznosci
sprezystej walcowych powlok kolistych wzmocnionych réwno oddalonymi zebrami
podluznymi i $ciskanych osiowo. Rezultaty tej analizy sq3 w zadowalajacej
zgodno$ci z wynikami serii do$wiadczen, przeprowadzonych przez H.T.
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PonsroRDA [6.12] przy zalozeniu, ze R/h < 335. Wykazuja one ponadto, ze
przy okreslonych parametrach geometrycznych powloki obecno$é zeber pod-
tuznych nie zwigksza wartosci ciénienia krytycznego w poréwnaniu z powlokami
nieusztywnionymi. Cenne badania modelowe nad wzmocnionymi powlokami
walcowymi opisane sg w pracy [6.13].

Duza seria badan do$wiadczalnych nad powlokami kulistymi o duzej krzy-
wiznie, wzmocnionych Zebrami promieniowymi i pierscieniowymi i obcig-
zonych réwnomiernie rozlozonym ciénieniem zewnetrznym, zostala przepro-
wadzona przez K. KroppELA i O. JunGBLUTHA [6.14]. Wreszcie H. EBNER
[6.15] w oparciu o teorig¢ klasyczng wyjasnil zachowanie sie tych modeli, ktére
wybaczaja si¢ osiowo—symetrycznie. Jednakze pewna liczba modeli odksztal-
cila si¢ asymetrycznie, przy czym utrata statecznosci nastagpila tylko w poblizu
brzegow.

Wszystkie cytowane wyzej prace teoretyczne byly oparte na teorii klasyczne;j.
Dopiero w ostatnich latach uczonym radzieckim wudalo sie 2z powodze-
niem zastosowaé teori¢ nieliniows rdwniez i do analizy statecznodci powlok
wzmocnionych.

'O. I. TiEriEBUSZKO [6.16] rozwigzal w oparciu o teori¢ nieliniows zagadnienie
utraty og6lnej statecznosci $ciskanej osiowo zamknigtej powloki walcowej wzmoc-
nionej Zebrami podtuznymi i poprzecznymi. Przeprowadzil on ponadto cickawsa
analiz¢ wspdlpracy powloki z Zebrami. Ten sam autor rozwigzal réwniez na
podstawie teorii nieliniowej problem statecznosci zamknigtej walcowej powtoki
kolistej, $ciskanej.osiowo i usztywnionej zebrami podluznymi i pier§cieniowymi
podajac w zakoriczeniu pracy cenne wytyczne dla projektowania takich powlok
[6.17].

A. B. Korpaszenko [6.18] rozwiazal w oparciu o teorie nieliniowg problem
stateczno$ci powloki o podwdjnej krzywiznie, wzmocnionej zebrami.

Jezeli Zebra podluzne i poprzeczne wzmacniajgce powloke rozlozone sg
bardzo «gesto», to powloke mozina uwazaé w przyblizeniu za ortotropows.
W konsekwencji tego wyniki prac, traktujgcych o statecznosci powlok ortotro-
powych, mozna przenieé¢ na powloki wzmocnione. A oto zestawienie najwazniej-
szych prac z tej dziedziny w ujeciu geometrycznie liniowym.

1. 5. N. Kukupzanow [6.19] rozwiazal zagadnienie statecznodci ortotro-
powej walcowej powloki kolistej poddanej dzialaniu ciénienia zewnetrznego
poprzecznego i rozciggania osiowego oraz skrecania wraz z osiowym rozcigga-
niem.

2. W.M. Dariewskyy i S.N. KukupzaNnow [6.20] rozwigzali problem
statecznosci ortotropowej walcowej powloki kolistej przy skrecaniu i ci$nieniu
zeantrzr;ym poprzecznym,

Podobne zagadnienie rozpatrzy! réwniez W.W. Serpmukow [6.21].

3. E.I. GriGOLUK [6.22] zbadal stateczno$é ortotropowych i wielowarstwo-
wych powlok walcowych i stozkowych poddanych dziataniu $ciskania osiowego
1 zewnetrznego ciénienia normalnego.
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Pierwszym uczonym i jedynym do chwili obecnej, ktéry rozwigzal zagadnie-
nie statecznosci powlok ortotropowych w ujeciu geometrycznie nieliniowym,
jest O. N. LeNko. W pracy [6.23] okredlit on metoda Ritza wartoé¢ dolnego
cisnienia krytycznego dla ortotropowej walcowej tupiny kolistej $ciskanej
osiowo, w pracy za$ [6.24] rozwigzal zagadnienie ortotropowej walcowej powtoki
kolistej, poddanej dzialaniu $ciskania osiowego i zewnegtrznego ci$nienia normal-
nego do powierzchni $rodkowe;.

7. Statecznosé statyczna powlok dwu- i tréjwarstwowych

7 uwagi na bardzo obszerna, cytowang w p. 1 prace przegladowa %. M. Kur-
szina o statecznodci powlok tréjwarstwowych, ograniczymy si¢ ponizej do
zwigzlego omdwienia jedynie najwazniejszych publikacji traktujgcych o tym
zagadnieniu.

Podobnie jak stateczno$é dynamiczna zagadnienie statecznosci statycznej
powlok wielowarstwowych przyciggnelo uwage badaczy stosunkowo niedawno.
W dotychczas opublikowanych pracach autorzy ograniczajg si¢ do analizy sta-
tecznoéci jedynie powlok dwu-lub tréjwarstwowych zakladajgc, ze grubosé
kazdej warstwy jest stala oraz Ze warstwy nie mogg si¢ Slizga¢ po sobie wzdiuz
powierzchni ich styku.

Pierwszym, ktéry przeprowadzil badania statecznosci dwuwarstwowych
powlok walcowych 1 stozkowych, obcigzonych réwnomiernie roztozonym
ci$nieniem zewnetrznym, byt E.I. Gricorvk [7.1-7.2]. W oparciu o teorig
nieliniowg obliczyl on wartoéci cidnied krytycznych przyjmujac jako powierzchnig
odniesienia powierzchnie styku obu warstw. Rewizja tych analiz, w ktérej
powierzchni¢ odniesienia okre§lono przez przyréwnanie do zera momentu
pierwszego stopnia moduléw Younga materialéw obu warstw, zostala przed-
stawiona przez P. P RADKOWSKIEGO [7.3-7.4]. Dla obliczenia cisnieri krytycz-
nych zastosowal on metodg¢ Ritza opierajac sie jednak na teorii klasycznej.
Niestety, do chwili obecnej nie przeprowadzono powazniejszych badani doswiad-
czalnych nad statecznosciz powlok dwuwarstwowych. We wstepie do niniejszej
pracy nadmieniono, Ze w przypadku jednowarstwowych, jednorodnych i izo-
tropowych powlok teoria klasyczna daje wartoéci obcigzed krytycznych na ogét
wyzsze niZz otrzymane z doswiadczeri. Tymczasem w przypadku tréjwarstwo-
wych powlok walcowych kolistych z rdzeniami o malym module Kirchhoffa
teoria klasyczna przewiduje wartodci ci$nied krytycznych niemal zupelnie
dokladnie. Badania teoretyczne nad statecznodcig powlok tréjwarstwowych
zapoczgtkowala seria prac opublikowanych przez C. T. WaNGa i wspélpracow-
nikéw [7.5-7.9], w ktérych rozwigzano problemy statecznosci takich powlok
przy $ciskaniu osiowym, skrecaniu, zginaniu i réwnoczesnym zginaniu i $ciska-
niu osiowym. W pracy [7.10] C. T. Wang i D. F. SaNTO rozwigzali problem
sprezystej statecznodel tréjwarstwowej walcowej powloki kolistej przy réwno-
czesnym dzialaniu $ciskania osiowego, skrecania i zginania. Zastosowali oni
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metode Bubnowa-Galerkina, wychodzac z uogdlnionego réwnania rézniczko-
wego dsmego rzedu, wyprowadzonego przez L. H. DonNeLLa [7.11]. Stwier-
dzili oni, ze np. dla przypadku $ciskania osiowego ci$nienie krytyczne nie
zalezy od dlugosci fali i wyraza si¢ wzorem

h4-t
o= BHIC:

y

gdzie A oznacza grubo$é rdzenia, ¢ grubo$é okladzin, G, modul Kirchhoffa
dla rdzenia.

Wyniki badan do$wiadczalnych tych autoréw nad statecznoscig powlok
tréjwarstwowych o okladzinach ze stopéw a'uminium i rdzeniach z porowatej
acetylocelulozy potwierdzajg stuszno$¢ podanego wyzej wzoru. W przypadku
obcigzen zlozonych autorzy sporzadzili szereg krzywych we wspélrzednych
bezwymiarowych, z ktérych mozna odczytaé wartoéci obcigzed krytycznych.
W Forest Products Laboratory przeprowadzono doéwiadczalne badania sta-
tecznoéci powlok tréjwarstwowych o okladzinach ortotropowych. Potwierdzily
one analizy teoretyczne wykonane w oparciu o teori¢ nieliniowg dla $ciskania
osiowego [7.12], a w oparciu o teori¢ klasyczna dla przypadku skrecania [7.13]
i réwnomiernie rozlozonego poprzecznego ci$nienia zewnetrznego [7.14].
W pracy [7.15] S.Y. Lu i W. A. NasH rozwiazali na bazie teorii nieliniowej
zagadnienie statecznosci cienkie] powloki walcowej wzmocnionej migkkim
sprezystym rdzeniem, poddanej dziataniu $ciskania osiowego i zginania. Proble-
my stateczno$ci powlok tréjwarstwowych w ujeciu linjowym i nieliniowym
rozwigzane zostaly réwniez w pracach [7.16-7.24].

8. Stateczno$¢ statyczna powlok w zakresie spreZysto—plastycznym

Jakkolwiek dziedzine niesprezystego wyboczenia powlok mozna by uznaé
za stosunkowo mtods, to jednak juz w chwili obecnej obejmuje ona kilkadziesigt
prac. Szczegélowe omdwienie prac opublikowanych do roku 1957 mozna
znalez¢ w rozprawie E.I. GricorLura [8.1], w zwigzku z czym o badaniach
z tego okresu podamy jedynie krétkie wzmianki.

Autorem pierwsze] pracy dotyczacej niesprezystego wyboczenia powlok
(1928 r.) byt J. GeckeLER [8.2]. Badal on $ciskane powloki walcowe. Podobne
problemy rozwazal nieco pézniej W. Kaurmann [8.3, 8.4]. Fundamentalnymi
dla rozwoju teorii statecznoéci powlok w zakresie spreiysto—plastycznym byly
prace A. A. ILiuszina [8.5] i P. P. BijLaarpa [8.6]. Opierajg sie one na teorii
matych odksztalced sprezysto-plastycznych Hencky’ego-Iliuszina. Jakkolwiek
na og6! uwaza sie, ze teoria plyniecia plastycznego Prandtla—Reussa w ogdlnym
przypadku lepiej odpowiada zachowaniu si¢ materialéw konstrukeyjnych,
to jednak przy analizie statecznosci plyt i powlok wielu badaczy stwierdzilo
lepszg zgodnoéé z doswiadczeniami teorii odksztalceniowej niz teorii plyniecia
plastycznego. Niektérzy autorzy (zwlaszcza E.I. GRIGOLUK) rozwigzywali

4 Mechanika Teoretyczna 1 Stosowana
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badane zagadnienia réwnolegle w oparciu o obie teorie nie tylko dla uzyskania
szerszego pogladu na dane zagadnienie, lecz réwniez w celu dostarczenia da-
nych poréwnawczych eksperymentatorom.

Autorem najwiekszej liczby prac z dziedziny niesprezystego wyboczenia
powlok jest E. I. GRIGOLUK. Z jego badainl o charakterze ogélnym wymienimy —
opr6cz wspomnianej juz pracy [8.1] — prace [8.7], ktéra w oparciu o teorie
Prandtla—Reussa analizuje stateczno$é powloki kolistej i walcowej w kilku
najwazniejszych przypadkach, dalej prace [8.8] poswigecong wyprowadzeniu
ogblnych réwnan dla powlok obrotowych w oparciu o obie teorie oraz [8.9]
poruszajgca problem wplywu S$cisliwodci materialu 'na obcigzenie krytyczne
powlok. Ta ostatnia praca poddaje krytyce metode uwzgledniania $cisliwosei
materiatu, zaproponowang przez G. Gerarpa [8.10, 8.11]. Problem skoriczo-
nych ugigé sprezysto—plastycznych po sprezystym wyboczeniu powlok sformu-
lJowal M. F. Jerszow [8.12].

Duig iloéé prac poswigcono powlokom walcowym przy réznych przypadkach
obcigzenia. Wspomniane juz prace W. Kavrmanna [8.3, 8.4] rozwingli
H. NeuBer i G. LANDGRAF [8.13]. Przypadek osiowego $ciskania badali metody
energetyczng A. PucgsLey i M. Macavray [8.14] oraz W. G. ZUBCZANINOW
[8.15], a w ujeciu nieliniowym L. H. N. Lzt [8.16], ktéry rozwigzal problem
w oparciu o obie teorie plastycznosci oraz uzyskal potwierdzenie dodwiadczalne
teorii plyniecia plastycznego. Przypadek cisnienia radialnego lub wszech-
‘stronnego badali N. 8. Ganijew [8.17, 8.18], E.I. Gricorux [8.19] przy
uwzglednieniu Scisliwosci materialu oraz M. E. LuNcaIck [8.20] przy uwzgled-
nieniu uzebrowania. Przypadek skrecania badali w ujeciu nieliniowym L. H. LeE
i C.S. Apes [8.21]. Prace G. GErarpa [8.22], S. RADHAKRISHNANA [8.23,
8.24]1 E. L GRIGOLUKA [8.25] obejmuja przypadki $ciskania osxowego radial-
nego i skregcania oraz przypadki obcigzed zlozonych.

Stateczno$é powlok stozkowych o zmiennej grubosci w zakresie sprezysto-
plastycznym badal A. W. Saczenkow [8.26] stosujac metode Bubnowa-Galer-
kina. _

Sporo uwagi pos$wigcono réwniez sprezysto—plastycznej statecznosci powlok
wielowarstwowych. Ogodlne réwnania dla powlok tréjwarstwowych (sandwiczo-
wych) o dowolnym ksztalcie sformulowal E.I. Gricoruk w pracach [8.27
i 8.28], a dla powlok bimetalicznych w pracy [8.29] w oparciu o obie teorie
plastycznosci. Statecznodci wielowarstwowych powlok walcowych podwie-
cone sg prace N.S. Ganyewa [8.30] (réwnomierne ciénienie zewnetrzne),
L. M. KursziNa [8.31] oraz W. I. KoroLEwa, I. G. SmirnOowA i R. P. StoMmY
[8.32] (4ciskanie osiowe).

Ogélnie biorac nalezy podkreslié, ze jakkolwiek przy anahzxe statecznosci
powlok obcigzenie elementu odbiega zazwyczaj znacznie od obcigzenia prostego
i nalezatoby spodziewal si¢ lepszej zgodnodci z doéwiadczeniami wynikéw
otrzymanych na podstawie teorii Prandtla~Reussa niz Hencky’ego-Iliuszina,
to jednak wigkszo$é dotychezasowych wynikéw doswiadczalnych potwierdza
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raczej te ostatnig. Problem ten niewstpliwie wymaga jeszcze ostatecznego
wyjasnienia.

9. Statecznosé termiczna i wyboczenie pelzajace powlok

Stosunkowo niedawno opublikowane prace umozliwily obliczenie maksy-
malnej temperatury, do ktérej mozna podgrzaé walcowa powloke kolistg,
zanim nastgpi utrata statecznosci termicznej przy zaloZeniu, ze temperatura
zmienia si¢ tylko w kierunku obwodowym. S.Y. Lu wykazat [9.1], ze decydu-
jacym czynnikiem w tym przypadku jest obwodowy gradient temperatury.
Stwierdzil on jednoczedénie, Ze maksymalna temperatura nie jest jedynym
kryterium stateczno$ci termicznej. Cytowana praca oparta jest na uogdlnieniu
liniowego réwnania rézniczkowego 8 rzedu wyprowadzonego przez L. H. DoN-
NELLA, przy czym Lu do rozwiazania postawionego problemu stosuje metode
Bubnowa—Galerkina. Jednoczed$nie Lu przeprowadzit seri¢ doswiadczen z powlo-
kami mosieznymi, poddanymi dzialaniu zmiennej wzdluz obwodu temperatury
i stwierdzil, ze wyniki pokrywaja si¢ niemal dokladnie z rezultatami jego
analizy teoretycznej dla powlok, w ktérych R/k > 500. Pewnsg modyfikacje
pracy Lu, prowadzaca w przyblizeniu do tych samych wynikéw, przedstawili
D. ABiri S. V. Narpo [9.2]. Nastepnie ABIR i inni [9.3] rozpatrywali statecz-
no$é¢ termiczng powlok stozkowych gladkich i usztywnionych Zebrami. Te
ostatnie byly podgrzewane réwnomiernie, przy czym stwierdzono, Ze czas, po
uplywie ktérego nastgpuje utrata statecznosci, jest dluzszy. niz to przewiduje
teoria klasyczna.

Cytowani autorzy wykazali nastepnie, Ze istnieje bardzo male prawdopodo-
bieristwo utraty statecznosdci termicznej przez nieusztywniona powloke stozko-
wsg, podgrzewana osiowo—symetrycznie przy zaloZeniu, Ze temperatura zmie-
nia sie tylko w kierunku osiowym.

Zagadnienie stateczno$ci termicznej ptyt i matowyniostych powlok w ponad-
dZwieckowym strumieniu gazu zostalo rozwigzane (w ujeciu liniowym i nie-
liniowym) przez W. W. BoroTiNa [9.4]. Statecznosé termiczng tréjwarstwowej
walcowej powloki kolistej rozpatrzono w ujeciu liniowym w pracy [9.5].
Wreszcie J. SINGER [9.6] rozwigzal problem termicznej statecznosci dla stozko-
wej powloki kolistej przy zalozeniu osiowo-symetrycznego pola temperatur.

Jednym z bardzo waznych zagadnien zwiazanych z wplywem temperatury
na zachowanie sie réznych elementéw konstrukcyjnych jest wyboczenie pel-
zajgce. Problem ten mozna réwniez traktowaé odrebnie, poniewaz np. przy

réwnomiernym nagrzaniu wplyw temperatury uwidacznia si¢ tylko poprzez .

zmiane stalych materiatowych (zmniejszenie moduldw pelzania). Z uwagi
na duze trudnodci matematyczne zwigzane z analizg izotropowej walcowe]
powloki kolistej, narazonej na zginanie, udalo si¢ rozwigzaé jedynie problem
wyboczenia pelzajacego dla tréjwarstwowej powloki walcowej w przypadku,
gdy warstwy zewnetrzne poddane sg dzialaniu obcigzenia normalnego, warstwa
wewnetrzna za$ pracuje na $cinanie. Jezeli zastosowa¢ kubiczne prawo pelzania,

4+
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to mozna wyprowadzié rdwnanie, opisujace zmiang ksztattu przekroju poprzecz-
nego w czasie dlugiej walcowej powloki kolistej, poddanej dziataniu réwno-
miernego zewnetrznego ci$nienia poprzecznego. W pracy [9.7] N.J. Horr,
W.E. Jansman i W. NacHBAR przedstawili pelne rozwigzanie podobnego
problemu otrzymujac ponadto zalezno$¢ miedzy czasem krytycznym a amplitudg
poczatkowych ugieé. Praca E. SunpstroMA [9.8] uwzglednia obok ci$nienia
poprzecznego réwniez 1 $ciskanie osiowe, jednakie rozwigzanie otrzymano
w formie uwiklanej. Model powloki tréjwarstwowej lacznie z prawem dwu-
osiowego pelzania zostal niedawno wykorzystany przez F. W. FrReNcHA i S. A.
PaTeLa [9.9] dla analizy osiowo-symetrycznego wyboczenia pelzajacego walco-
wej powtoki kolistej, $ciskanej osiowo. W wyniku badad doswiadczalnych
przeprowadzonych przez E. E. MaTHAUSERA i A. Berkowirsa [9.10] autorzy
ci podali pdlempiryczng metode analizy wyboczenia pelzajagcego walcowych
powlok kolistych, narazonych na czyste zginanie. W pracy [9.11] przedstawiono
rozwigzania pewnych probleméw wyboczenia pelzajacego powlok (oraz plyt)
dciskanych osiowo. G. Lianis [9.12] w oparciu o twierdzenie wariacyjne
Sandersa rozwiazal zagadnienie wyboczenia pelzajgcego otwartych rur cienko-
§ciennych przy skrecaniu. zakladajac nieograniczony wzrost kata skrecania.
Analiza wyboczenia pelzajacego diugich walcowych powlok kolistych pod
dzialaniem wysokiej temperatury i ciénienia zewnetrznego byfa przedmiotem
pracy [9.13]. Ogélne réwnanie wariacyjne dla statecznodci przy pelzaniu powlok
(i ptyt) w oparciu o teorie nieliniowa wyprowadzil I. G. Tierizcurow [9.14].
W pracy - [9.15] fozwigzano zagadnienie utraty stateczno$ci matowynioslej
powloki kulistej z materiatu lepkosprezystego (ujecie nieliniowe).

10. Stateczno$¢ dynamiczna powlok

Zagadnienie utraty statecznosci powlok, poddanych dzialaniu obcigzen
dynamicznych, wzbudzito zainteresowanie dopiero w ostatnich latach. Nalezy
do niego sprawa statecznosci powlok, poddanych dzialaniu obcigzenia uda-
rowego oraz problem statecznosci drgari, wywolanych obcigzeniem okresowo
zmiennym.

W serii badan do$wiadczalnych opisanych w pracy [10.1] nieusztywnione
powloki aluminiowe poddano obciazeniom dynamicznym w procesie ude-zenia .
w kierunku osiowym masg o duzej predkosci poczatkowej. Badania te wykazaly,
ze charakter utraty stateczno$ci jest tutaj nieco odmienny niz w przypadku
obcigzen statycznych, mianowicie ze powierzchnia §rodkowa powloki po utra-
cie statecznosci posiada wprawdzie wybrzuszenia w ksztalcie rombowym
(jak w przypadku statecznodci statycznej), jednakze rozciagaja si¢ one réwno-
miernie na caly powierzchni¢ powloki, przy czym dlugoéci wybrzuszed maleja
wraz ze wzrostem predkosei uderzenia. Ponadto energia pochlonieta w przypadku
wyboczenia dynamicznego jest wigksza niz w przypadku wyboczenia statycz-
nego. .
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Pierwsze badania teoretyczne nad statecznosciag dynamiczna powlok zaréwno
walcowych jak i kulistych przeprowadzit W. W. Bororin [10.2 i 10.9]. Za-
stosowal on teorie¢ klasyczng do okredlenia dynamicznych obcigzeni krytycznych
dla $ciskanej osiowo powloki walcowej i dla powloki kulistej, poddanej dzia-
faniu réwnomiernie rozlozonego okresowo zmiennego ciénienia radialnego.
Dopiero stosunkowo niedawno W.ZL. Acamirow 1 A.S. Wormir [10.3]
rozszerzyli 1 uzupetnili te badania stosujac teori¢ nieliniowa. Wormir [10.4]
rozwigzal ponadto, réwniez w oparciu o teori¢ nieliniowa, problem statecznosci
dynamicznej malowyniostej tupiny walcowe] poddanej dziataniu ciénienia
0slowego.

Nowoczesne ujecie niektérych zagadnieni statecznoséci powlok sprezystych,
poddanych dziataniu obcigzenn dynamicznych, w oparciu o teori¢ nieliniowsa
przy zastosowaniu metody Bubnowa-Galerkina i maszyn matematycznych
przedstawione zostalo w pracy [10.5].

J. C. Yao [10.5] rozwigzal problem statecznosci dynamicznej dla walcowej
powloki kolistej poddanej ci$nieniu poprzecznemu. Zagadnieniu statecznosci
dynamicznej walcowej powloki kolistej znajdujacej sie pod dzialaniem obcig-
zenia ruchomego (rozwigzanie oparte jest na teorii klasycznej) poswigcona
jest praca [10.7]. Wreszcie W. W. BororTin [10.8] rozwigzal zagadnienie
nieustalonego flatteru malowyniostych powlok (i plyt) w strumieniu gazu.
Monografia [10.10] omawia réwniez literatur¢ zagadnienia. Niestety, do chwili
obecnej brak jest dostatecznej liczby badari do$wiadczalnych, aby potwierdzié
stusznosé tej czy innej teorii przyjetej] w wyzej cytowanych pracach.

11. Statystyczne ujecie teorii statecznosci powlok

Przed kilku laty w Zwigzku Radzieckim powstal nowy kierunek w teorii
statecznodci powlok, zwigzany z zastosowaniem metod statystycznych. Pionie-
rem na tym polu byt W. M. Bororin [11.1], ktéry badal wplyw «wstepnych
niedoskonalodci» ksztaltu na stateczno$é powlok rzeczywistych. Idea prze-
wodnia jego pracy jest nastepujaca. Przemieszczenia punktéw powierzchni
érodkowej powlok okresla si¢ za pomoca niewielkiej liczby niezaleznych para-
metréw, przy czym poczatkowe wartosci tych parametréw przyjmuje si¢ jako
wielkodci losowe. Zakladajac, ze znana jest postaé funkcji rozkladu dla tych
wielkodci oraz zalezno$¢ od nich gérnego obcigienia krytycznego, mozna
okresli¢ prawo rozkiadu prawdopodobienstwa dla samego obciazenia krytycznego.
BoroTIN rozpatrzyt konkretny przyklad statecznosci tupiny walcowej $ciskanej
wzdluz tworzacych. Sclarakteryzowal on «wstepne ugiecie» tupiny jednym
parametrem (ugi¢ciem $rodka lupiny), po czym przyjawszy dla tego parametru
normalne prawo rozkladu znalazt funkcje rozktadu dla gérnego cidnienia kry-
tycznego. Mozna réwniez, w ogdlniejszym przypadku, okredli¢ prawdopodo-
bieristwo wystapienia tzw. «stanu niebezpiecznego» lupiny, przy czym przez
to ostatnie rozumiemy albo utrate statecznosci tupin, albo wystapienie maksymal-
nych ugie¢ bez utraty statecznosci. Tym sposobem mozliwe jest uwzglednie-
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nie nie tylko wstepnych niedoskonalosci ksztattu, lecz réwniez i innych czyn-
nikéw, np. warunkdw brzegowych. I.I. Worowricz [11.2, 11.3], rozpatrzyl
inng strong tego problemu przyjawszy w charakterze wielkosci przypadkowe;j
obcigzenie, ktéremu powloka jako element konstrukcyjny poddana jest w okresie
eksploatacji. I w tym przypadku mozna rozwigzal zagadnienie prawdo-
podobiefistwa utraty statecznosci powloki. Cytowany badacz jest réwniez
autorem dwdch nastepnych prac, [11.4, 11.5], analizujacych niektdére inne
problemy nieliniowej teorii statystycznej wyboczenia powlok sprezystych.
Wreszcie w 1962 r. ukazaly si¢ trzy prace W. M. GONCzArENK1, [11.6-11.8],
ktére stanowig réwniez powazny przyczynek do teorii statystycznego ujecia
probleméw statecznosci powlok sprezystych.

12. Prace polskie

Literatura polska z dziedziny stateczno$ci powlok jest stosunkowo uboga.
Przewazajaca wigkszoéé opublikowanych dotychezas prac oparta jest na teorii
klasycznej. Oto najwazniejsze pozycje, oparte na teorii liniowej. A. Lisowskl
[12.1] zbadal metoda réinic skoriczonych wyboczenie kopul obrotowych
pod dzialaniem cigzaru wlasnego i parcia poziomego. S. WiSNirwskr [12.2]
rozwigzal zagadnienie dlugiej, izotropowej walcowej powloki kolistej poddanej
dziataniu $ciskania osiowego i skrgcania. W. Nowackr [12.3] rozpatrzyt problem
statecznoéci walcowej tupiny kolistej o brzegach swobodnie podpartych i utwier-
dzonych, poddanej dzialaniu $ciskania i §cinania. Ten sam autor wraz z Z. OLE-
SIAKIEM [12.4] zbadal stateczno$é walcowej powloki kolistej wzmocnionej
zebrami,

Z. ParszEWSKI [12.5, 12.6] rozwigzal wazne technicznie zagadnienie statecz-
nodci dla zamknigtej ortotropowej walcowej powtoki kolistej, o duzej i $redniej
dlugosci, w przypadku skrecania. Z. Nowak [12.7] okreslit wielko§é gérnego
ciénienia krytycznego dla powloki walcowej o przekroju owalnym, zblizonym
do kolowego, $ciskanej osiowo. M. Zyczxowskr [12.8] zastosowal metode
uogélnionych szeregédw potegowych do okreslenia ilosci péifal, odpowiadajgcych
minimum obcigzenia przy promieniowym §ciskaniu, a nastepnie okreslit mi-
nimalne ciénienie i podal wzory na konieczng grubo$é powltoki w tym przypadku.
J. Leyko [12.9] rozwigzal metodg Galerkina problem statecznosci $ciskanej
ortotropowej powloki stozkowej. K. Borsux [12.10] badal niesymetryczne
postacie wyboczenia powloki walcowej o zmiennej grubosci.

Pierwsza pracyg polsks, traktujaca o statecznoscei walcowych powlok kolistych
W ujeciu geometrycznie nieliniowym, jest praca S. WisNiEwskieco [12.11]
dotyczaca $ciskanej powloki stozkowej. Praca [12.12] podaje wyniki do$wiad-
czalnego sprawdzenia teorii. J. LEYko w pracy [12.13] rozwigzal zagadnienie
statecznosci walcowej lupiny kolistej o brzegach swobodnie podpartych, pod-
danej dzialaniu écinania i ci$nienia zewnetrznego. Autor przyjgl nastepujaca
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przyblizona posta¢ funkcji ugigcia przy utracie statecznosci

2mx sin 2my
a b
gdzie a, b oznaczaja wymiary powloki w kierunku tworzacej i obwodowym.
Do rozwigzania nieliniowych réwnan statecznoéci zastosowal on metode Bub-
nowa—Galerkina. To samo zagadnienie, ale przy uwzglednieniu «ugi¢é wstep-
nychy, rozwigzal, réwniez w ujgciu nieliniowym, A. Jarecxr [12.14].

Wyboczenie pelzajace tupiny walcowej badal Z. Bycuawski, [12.15]. Roz-
wigzal on w ujeciu liniowym i nieliniowym problem osiowo $ciskanej powloki
walcowe] przy zalozeniu, Ze przy utracie statecznodci tworzy sie tylko jedna
péifala zardéwno w kierunku osiowym, jak i obwodowym.

Podstawy teoretyczne i wyniki duzej serii badai modelowych nad statecz-
noscig powlok cienkosSciennych podat w pracach [12.16-12.18] A. LisowskI.

bl

w(x, y) =flsin%sin% + fpsin
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Peawme

OB30P HOBEHMIUINX PABOT TI0 VCTOMUUBOCTH TOHKOCTEHHLIX OBOJIOUEK

B paGoTe nposenera cucreMaTuxa M AaHO ofcyxeHue Gonee 200 nmyGnuiaImit U3 PasIHYHBIX
oSnacreit ycroluuBocTH oBonodek. Ocoboe BHUMAHUE YACNEHO 3HAJIN3Y YCToHUXBOCTH 0GOJIOUEK
B HEJHHEHHON NOCTAHOBKE M B II. 2 NPHBEAGHL! COOTBETCTBYIONIME OCHOBHBIE VPABHEHHSA,

B ocranpHBIX IyHKTax padoThl PaccMOTPEHBI CHEHYIOMiHe BONpOCLI: (3) — CTATMUECKAA
YCTOHUMBOCTE IMIHHAPHYECKHX 000JIOUEK B YIPYroi ofnacrtu, (4) — ycTOUMBOCTE ChHEPUUECKHX
oGosnouex, (5) — yCTORUMBOCTE KOHMUECKUX 000JI0UEK, (6) — YCTOMUHMBOCTE YCHIIEHHBIX H aHM30-
TPONHBIX 060N0YeK, (7) — YCTOWUMBOCTG ABYX~ H TPEXCIOMHBIX oGonouek, (8) — ycrofiumBocTs
06004ex B YIPYrOIIacTHUECKOH obracru, (9) — moTepA yCTOHWABOCTH OT H3MEHEHHA TeMIIepa-
TYPLI M YCTOIMHMBOCTE C yuerom monayuectd, (10) — muHamuyeckas ycroffamBocTs 0GO0JIOUEK,
(11) — craTrcTHYECKMil METON B TEOpHH YCTOWUMBOCTH 000JNIOYeK.

B nocnemuem myuxte (12) maeTca xpaTkmil 0630p nombexux paGoT o yCrofunBoCTH 0BONOUEK.,

Summary

RECENT ACHIEVEMENTS IN THE FIELD OF STABILITY
OF THIN-WALLED SHELLS

More than 200 publications on various problems of shell stability are discussed an systematized,
Particular attention is paid to the non-linear approach to the shell stability, and the corresponding
fundamental equations are given in Sec. 2.

The following problems are discussed in the subsequent sections of the paper: (3) — statical
stability of cylindrical shells; (4) — stability of spherical shells; (5) — stability of conical shells;

5 Mechanika Teoretyczna i Stosowana
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(6) — stability of reinforced and anisotropic shells; (7) — stability of layered shells; (8) — stability
of shells in plastic domain; (9) — thermal stability and creep buckling; (10) — dynamical sta-
bility of shells; (11) — statistical approach to the theory of stability of shells.

Sec. (12) contains a short review of Polish papers dealing with the problems of stability of shells.
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