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В статті дається доведення справедливості гіпотези  Берча і Суіннертона-Дайєра. Для доведення  
справедливості цієї гіпотези використовується доведена раніше в роботі [3] гіпотеза Рімана, а також теорія 
комплексної  змінної  і  теорія групи  Галуа. 
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луа, комплексний степеневий  ряд. 
 

Вступ 
 
Берч і Суіннертон-Дайєр, на початку 1960-х років,  запропонували,  що  ранг r  групи еліптичної 

кривої E  над Q  рівний  порядку нуля дзета-функції Хассе-Вейля  ( )sEL ,  в точці  1=s . Більш  де-

тально гіпотеза твердить, що існує ненульова границя 
( )

( )rsE s
sELB

1
,lim

1 −
=

→
, де значення  EB  залежить  

від  тонких арифметичних  інваріантів кривих. 
Найбільш важливим частковим  результатом  станом на 2011 рік залишається доведена в           

1977 році  Джоном Коутсом і Ендрю Уайлсом   твердження, справедливе для великого класу елліптичних  
кривих про те,  що коли  крива F  містить нескінченно  багато  раціональных точок, то  ( ) 0, =sEL . 

Гіпотеза  є  єдиним відносно простим загальним методом обчислення рангу  еліптичних кривих. 
 
1. Постановка задачі  (гіпотеза) 
 
Вважаємо, що  E –  деяка еліптична крива, визначена над  Q . Тоді   ранг групи  E , Er   рівний   

порядку нуля   L  – функції  ( )sEL ,   в  точці 1=s . 
Рішення. Нехай E   – еліптична крива, визначена над Q  рівнянням: 

2
01

2
0

2
1

2
20 xBxxAxxx ⋅−⋅⋅−= ,  QBA ∈, .                                           (1) 

Аффіне  рівняння одержимо, поклавши 
0

1

x
xx =   і   

0

2

x
xy = : 

BxAxy −⋅−= 32 .                                                                  (2) 

Перетворення ( ) ( )ycxcyx 22 ,, →  переводе це рівняння в: 

BcAxcxy 6432 −−= .                                                                (3) 

Таким чином, з самого початку  можна вважати,що    ZBA ∈, . Число ( )22 27416 BA −⋅=∆   
називається  дискримінантом кривої E . Як ми бачимо, 0≠∆ . 

Нехай Zp ∈ деяке просте число, і розглянемо порівняння: 

( )pBAxxy −−= 32 , 
або,  що еквівалєнтно, рівнянню: 

BxAxy −−= 32 , pFpZZBA =∈ /, .                                          (4) 

Це рівняння визначає еліптичну криву pE  над  pF , тільки тоді коли ( ) 1, =∆p . В дальнійшому 

будуть розглядатися тільки такі прості  числа, коли  явно не обувмовлене протилежне. Крива pE  

називається  редукцією  кривої  E   по модулю  p . 

Нехай  mp
N  позначає число точок в ( )mpp FE . Тоді ми можемо розглянути дзета-функцію: 

( ) 







= ∑

∞

= m
uNuEZ

m

m
pmp

1

exp, .                                                          (5) 
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Використовуючи  теорему Рімана–Роха, можно записати: 

( ) ( ) ( )puu
puua

uEZ
m

p
p −⋅−

+−
=

11
1

, ,    Za p ∈ .                                               (6) 

Для pa p 42 ≤ , запишемо: 

( )( )uupuua p ⋅π−⋅π−=+− 111 2 ,                                                   (7) 

Де  π  – комплексно спряжене с π . Видно, що p=π⋅π ,  π+π=pa . 

Крім  того, p=π=π . Це є << гіпотеза Рімана>>  для еліптичної  кривої над pF . 
Логарифмічно  дифференціюємо  (5) і (6), і  враховуючи (7) і  прирівнюючи коефіцієнти, одержимо: 

mmm
pm pN π−π−+= 1 .                                                              (8) 

Зокрема, pp apN −+= 1 . Таким чином,шляхом розрахунку pN , ми визначаємо pa . Оскільки  

π  і   π   є корені рівняння  02 =+⋅− pTaT p , то рівняння (8) визначає  pmN   для всіх 1≥m . 

Замінимо змінну u   на  sp −   і одержимо: 

( ) ( ) ( )ss

ss
p

p pp
ppa

sE −−

−−

−⋅−

+⋅−
=ς 1

1

11
1

, ,                                                        (9)         

Ми визначили ( )sE p ,ς  для простих чисел  ( ) 1, =∆p .  Коли  ∆/p , то ми вважаємо: 

( ) ( ) ( )ssp pp
sE −− −⋅−

=ς 111
1, . 

Тепер, ввівши  локальну  дзета-функцію для всіх простих чисел   р, ми визначимо глобальну дзо-
та-функцію просто, як добуток локальних дзета-функцій: 

( ) ( )sEПsE pз
,, ς=ς .                                                                (10)     

Із визначення ми бачимо, що 

( ) ( ) ( )
( )sE

sssEL
,
1,

ς
−ς⋅ς

= .                                                             (11)   

Запишемо функцію (11)  у вигляді: 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )ss

pр

ss

р

ppaП

ppПk

sE
sssEL 21

1
1

1

115,0

,
1, −−

−−−

+−

−⋅−⋅⋅−
=

ς
−ς⋅ς

= ,                             (12) 

де 1k  значення функції  ( )1
1

ς
. Функція ( )1ς  збігається – теорема 5 [3, ст.9]. 

Теорема 1. Функція ( )sEL ,  при  1=s  буде дорівнювати нулю ( )( )0, =sEL  при всіх значен-
нях p . 

Доведення.  Визначимо: 

( ) ( ) ( )∑ ∑ ∫∑
∞

=

∞

=

∞

=
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=

=−≤
+

⋅−=
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n n nn n
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N
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Значення функції ( )
1

11
k

=ς   знаходиться в границях  ( ) 11
5,4

1
<ς<  ( ) 11

5,4
1

<ς< .  

Тоді  запишемо, що при   1=s : 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )ss

pр

ss

р

ppaП

ppП

sE
sssEL 21

1

1

115,0

,
1, −−

−−−

+−

−⋅−⋅−
=

ς
−ς⋅ς

= ,                                 (13)  

а при    ε+= 1s     і при  5,41 1 << k    будемо мати: 
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( ) ( ) ( )
( )1

115,0,
+−
−⋅−

⋅−= εε

εε

papp
pppПsEL

p
з

; 

тому що з леми 1  [9, ст.33]. 

"При 0Re >s , 1>>N : ( )
{ }

∑ ∫
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∞
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u

u
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n
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2
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2
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1
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" одержимо, що 

( ) 5,00 −=ς ; при 0→ε   одержимо: 

( ) ( ) ( ) 01lim
1
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1
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00
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Тому  що, при  0→ε   ( ) 01 →−εp , а  1
1

1
>











−+
−

pap
p

і при  ∞→p  1
1

1lim =
−+
−

∞→
p

p ap
p

.    

Теорема доведена. 
 
2. Порядок нуля 
 
Коли функція  ( )sEL . , яка тотожно не дорівнює нудю , голоморфна в області   D , і рівна нулю 

в точці a    цієї області, то разклад її для деякого околу  точки   a  має вигляд: 

( ) ( ) ( ) ( ) ...1...11, 2
21 +−⋅++−⋅+−⋅= n

n scscscsEL ,                                 (14) 

оскільки  ( ) 01,0 == ELc . 

Очевидно, всі  коефіцієнти  nc  розкладу (14) не можуть дорівнювати нулю, оскільки в цьому ви-

падку функція  ( )sEL , , дорівнює  нулю всюду в деякому околі точки    a , була би за теоремою  

єдинного розв'язку  тотожним  нулем в області D . Таким чином, серед коефіцієнтів  nc  ( ),...3,2,1=n     

є відмінні від нуля; позначимо через  n , де 1>>n   ‒  найменший номер таких коефіцієнтів. 
Тоді будемо мати: 

0... 121 ==== −nccc ,  0≠nc . 
Отже, розкладання  (14) приймає вигляд: 

( ) ( ) ( ) ...11, 1
1 +−+−⋅= +

+
n

n
n

n scscsEL ,                                             (15) 

де  0≠nc . 

В цьому випадку точка  a   є нуль порядку m для функції  ( )sEL ,    в точці  1=s  . 
 
3. Побудова групи  Галуа  еліптичної кривої 
 
Нехай еліптична крива E   визначена над полем K  і нехай  L  ‒ розширення поля K .  І нехай 

далі, σ  є ізоморфізмом  поля L , не обов'язково тотожним на K  [4, ст. 27]. Він визначає криву σE , 
одержану застосуванням  σ  до  коефіцієнтів рівняння, яке задає  криву  E . Наприклад, коли крива E  
задана рівнянням: 

BAxxy −−= 32 ,                                                                      , 

то  σE  визначається рівнянням: 
σσ −−= BxAxy 32 . 

Коли  P ,  Q   є  точками кривої  E  в полі L , то має місце формула: 

( ) σσσ +=+ QPQP . 
Сума  в лівій частині відноситься до довання на E , а сума в правій частині відноситьсядо дода-

вання на σE .  Рівність  очевидним чином випливає з того, що алгебраїчна формула додавання задається 
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раціональними функціями від координат з коефіцієнтами  з  поля K .  До того ж , коли  ( )yxP ,= , то 

( )σσσ = yxP ,   отримується застосуванням  σ  до координат. 
Зокрема, припустимо, що P  є точкою скінченного порядку , тому що 0=NP . Оскільки точка 

O  раціональна над  K , то для  будь якого  ізоморфізма  σ   поля L  над K   маємо  0=σNP   і, отже,  
σP  також є  точкою порядку N . Далі оскільки число точок порядку N  скінченно,  звідси випливає, що 

всі вони є алгебраїчні  над  K  (тобто їх   координати  алгебраїчні  над K ). 
Коли  ( )yxP ,= , то позначимо ( ) ( )yxKPK ,=  розширення поля K , одержане приєднанням 

координат точки P . Аналогично ( )NEk  позначимо композит полів ( )PK  для всіх nEP ∈ . 
Підкреслимо, що ми розглядаємо всі точки скінченного порядку як точки з координаиами з фіксованного  
алгебраїчного замикання поля K , яке позначимо  Ka   або  aK . 

Зроблене вище заувпаження показує, що група Галуа Gal ( )KK /σ  діє як група елементів мно-

жини NE . Отже, ( )NEK   є нормальне розширення поля K  і є розширенням Галуа,  коли N   не 

ділиться на характеристику поля K . Назвемо  ( )NEK  полем точок порядку N  кривої  A  над полем K . 

Крім того, коли σ  є автоморфізм поля ( )NEK  над K  і коли { }1t , { }21 , tt ,...,  { }rttt ,...,, 21  ‒  

бази  NE  над nZZ / , то σ  можна представити матрицями: 

( )a ,   








2,21,2

2,11,1

aa
aa

, ...,   
















rrr

r

aa

aa

,1,

,11,1

...

...
   такими, що 

( )1t⋅σ ,     







⋅








+
+

=







⋅σ
⋅σ

2

1

22,211,2

22,1111

2

1

t
t

tata
tata

t
t

      т.д. 

Таким чином, ми одержали іньєктивний гоморфізм: 
( )( ) ( )QnGLKEKGal N ,/ → . 

Теорема 2 (Морделла) [1, cт. 367]. Нехай E – деяка еліптична крива, визначена над Q . Тоді 

( )QE  – скінченно породжена абелева група. 

Теорема 3 [1, ст. 368]. Нехай  E – деяка еліптична крива, визначена над Q . Тоді  ( )QE .             
ізоморфна одній із  наступних груп  mZZ /  при 10≤m  або 12=m ,  mZZZZ 2/2/ ⊕  при  4≤m .  

 
4. Теорема  4 (Відповідності між рангом групи і порядком нуля) 
 
Нехай  KL /   скінченне розширення Галуа степені n  і nσσσ ,...,, 21 ‒ елементи його групи  

G , де ( )11 −=σ s , ( )2
2 1−=σ s ,..., ( )n

n s 1−=σ . Тоді існує елемент   L∈ω , такий, що  

ω⋅σω⋅σω⋅σ n,...,, 21   утворюють базис  L   над  K , тоді  елементи групи Галуа переводять  ( 1−n ) 
перших коефіцієнтів  ряду (14)  в нулі   ряду  (15). І отже ранг групи Галуа буде дорівнювати порядку  
нулів ряду ( )sEL ,. . 

Доведення. Для будь-якого G∈σ  нехай σX   ‒ змінна і 
τστσ −= 1, Xt . Покладемо 

i
XX i σ= . Де      

( )
i

sX i σ−= 1 , а  ( ) τσστ −−= 11st .      

Нехай   ( ) ( )jin txxxf σσ= ,det,...,, 21 . 

Тоді f  не  є тотожним нулем, що видно, то по теоремі 19 [2, ст. 259] визначник не може бути 

рівним нулю при всіх Lx ∈ , коли ми в f  підставим  ( )xiσ  замість  iX  . Тому, існує елемент L∈ω , 
для якого 

( )( ) 0det 1 ≠ωσ⋅σ−
ji .                  
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Позначимо  коефіцієнти  степеневого ряду  через  121 ,...,, −nccc . І  вважатимемо, що еле-

менти  (коефіцієнти степеневого ряду) Kccc n ∈−121 ,...,,    такі, що: 

( ) ( ) ( ) 0... 12211 =ωσ⋅++ωσ⋅+ωσ⋅ − nnccc . 

Застосуємо  1−σi   до цього виразу відповідно для кожного 1,...,2,1 −= ni .  Оскільки   Kc ji ∈, , 

ми одержимо систему лінійних рівнянь відносно невідомих jc  і одержимо, що 0=jc  для 

1,...,2,1 −= ni .  

І, отже,  ω    буде шуканим елементов, в данному випадку 
1

1
−

=ω
s

.  

Відповідно до наслідку леми 2.3 [10, ст.144] :"Нехай −L скінченне розширення поля K  з абе-
левою групою Галуа G  степені, яка ділить n . Тоді група G  є прямий добуток циклічних підгруп 

rGGG ...,, ,21 . Нехай для кожного i  через iL  буде позначено підполе, нерухоме для підгрупи  

rGGG ××× ...21 ; тоді ( ) ii GKLG =/ , ( )ii KL α= , де Kai
n
i ∈=α  і ( )nKL αα= ,...,1 ".  

І леми 2.4 [10, ст.144].  Коли −L нормальне алгебраїчне розширення K  з групою  Галуа G , то: 
( ) 0,1 =∗LGH . 

Тоді використовуючи  теорему  1  і лему 2.4   можна записати, що  при нормальному розширенні  
група Галуа перетворює ряд (14) в ряд: 

( ) ( ) ( ) ...111, 1
1 +−+−= +

+
n

n
n

n scscEL .                                               (16) 

Використовуючи співвідношення (16) будемо  мати,  при    Ern = : 

( )
( )

( ) ( )
( ) nr

n
n

n
n

srsEn c
s

scsc
s

ELC
EE

=
−

−+−
=

−
=

+
+

+→+→ 1
11

lim
1
1,lim

1
1

0101, . 

Відповідно до леми 1 і наслідку  [9, ст. 33] функція ( )sEL ,  аналітична на всій області   

( )∞∈ ,0s , то її можна розкласти в ряд Тейлора по степеням ( )1−s  і з  коефіцієнтами 
( )( )

!!
1, ,

, k
B

k
ELC En

n

En == , де ( )( )sEL n , –похідна −n го порядку з функції Хассе-Вейля ( )sEL , . Отже, 

ранг групи Галуа рівний порядку нулів функції Хассе–Вейля. 
 

Теорема доведена. 
Тому гіпотеза  Берча і Суіннертона–Дайєра справедлива. 
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Matnyak S.V. The proof of the correctness of the conjecture of the Birch and Swinnerton-Dyer. 
 
The proof of the  conjecture of the Birch and Swinnerton-Dyer presents  in the  paper. The Riemann's  hypothesis 

on the distribution of non-trivial zeros of the zeta  function of Riemann, previously proven, using to prove this hypothesis. 
The theorem proved  about the behavior of the L -function curve E   for  1→s  . It is shown that the L -function of the 
curve E  tends to zero for any prime unpaired integers. It is shown that the function can be expanded in a power series of the 
holomorphic field. The  theorem  proved on conformity of the basis of the Galois group and the number of zero coefficients 
of the power series. The result proved the conjecture of Birch and Swinnerton-Dyer. 
 
Key words: the hypothesis of Birch and Swinnerton-Dyer, function of Hasse-Weil, Riemann's hypothesis, the Galois group,   

the complex power series. 
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