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Выполнена конечно-разностная аппроксимация уравнения Рейнольдса для давлений в слое смазки по пяти-

точечному шаблону с явной схемой “крест”. Для уравнения энергии использована конечно-разностная схема против 
потока с таким же шаблоном. Система термогидродинамических конечно-разностных уравнений решалась методом 
верхней релаксации. На конкретном примере выполнены расчеты статических характеристик подпятника Рэлея для 
различного числа узлов конечно-разностной сетки.  
 
Ключевые слова: подпятник Рэлея ступенчатый, термогидродинамические уравнения смазки, конечно-

разностная аппроксимация, относительная погрешность. 
  

Введение 
 
В работе [1] приведены термогидродинамические уравнения турбулентного течения смазки в не-

сущем зазоре ступенчатого подпятника Рэлея. Они решались численно  методом верхней релаксации. В 
процессе численного решения этих уравнений были получены  статические характеристики данного  
подпятника. Выполнено сравнение полученных результатов с экспериментальными данными других ис-
следователей. Однако в  указанной работе конечно-разностная схема  термогидродинамических уравне-
ний смазки и оценка погрешности полученных на ее основе разностных уравнений не приводилась. 

 
Целью настоящей  работы является построение конечно-разностных схем термогидродинамиче-

ских уравнений смазки  и оценка погрешности расчета статических характеристик ступенчатого подпят-
ника Рэлея. 

Для построения конечно-разностных схем термогидродинамических уравнений смазки  исполь-
зовался пятиточечный шаблон с явной схемой «крест» [2 - 4]. При аппроксимации уравнения энергии  
применялась разностная схема против потока [5, 6]. Полученная  система термогидродинамических ко-
нечно-разностных уравнений решалась методом верхней релаксации [7].  Погрешность аппроксимации 
уравнений движения смазки определялась в процессе численного их решения указанным методом с 
уменьшением шага сетки до получения заданной точности расчета. Такой подход позволяет также оце-
нить быстроту сходимости метода верхней релаксации. На конкретном примере показано, что предло-
женный метод решения системы уравнений сходится и обладает сравнительно малой относительной по-
грешностью.   
 

Основные расчетные формулы 
 
В обозначениях работы  [1] турбулентноe  движение смазки в  подпятнике Рэлея описывается 

следующей системой уравнений: 
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Уравнение (1) этой системы описывает распределение давлений, а (2) – температур в смазочном 
слое.    

Заметим, что выражения (3) представляют собой удельные расходы смазки в окружном и ради-
альном направлениях. 

Граничными условиями для уравнения (1) служат равенство нулю давлений по внешнему замк-
нутому контуру Г , образованному дугами окружностей  радиусов 1r , 2r  сектора, радиальными прямы-
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ми 0θ  , cθθ   и неизвестное  давление вхP  в области σ подвода смазки, а для уравнения (2) – на-

чальная температура масла вхT  в области σ  подвода смазки: 

0ГР ; вхPР σ  ; вхTT  .                                                          (4) 

Величина вхP определяется из равенства расходов смазки в области σ  подвода масла и  на на-

ружном замкнутом контуре Г несущего слоя. 
Для решения системы уравнений (1) и (2) при граничных условиях (4) используется  конечно-

разностная сетка размера NM  , которая представлена на рис. 1. 
 

 
 

Рис. 1 – Дискретизация рабочей поверхности расчетной сеткой 
 

Выделим произвольный узел  ji,  этой сетки и выполним аппроксимацию уравнений (1) и (2)  
по пятиточечному шаблону с явной схемой «крест» [2]: 

ji
r

jijiji

jirji

jiijijiji

jiji

ji F
e

PPP
k
hr

e
PPP

k
h

,2
,1,,1

),(,

3
,

2

2
θ

1,,1,

),(θ,

3
, )2(

μ2
)2(

μ2





  ;               (5) 

 




















 r

jirijiji

ji
jirjir

i

ji
p P

k
P

rk
h

ETqT
r

q
c

),(
θ

),(θ,

3
,

.),(θ
),(θ 11

μ
ρ ,                              (6) 

где 

θ

1.1,
2

, 4
)(ω

e
hhr

F jijii
ji

 
 ; 

 
ji

i
jiсji h

r
E

,

2
ji,

),(,
ωμ

τ ; 

),(θ,

θ
3
,,

),(θ μ2
ω

jijii

jijii
ji kr

Phhr
q  ; 

),(,

3
,

),( μ jirji

rji
jir k

Ph
q  ;                                         (7) 

 

θ

1,,θ1,θ
θ 2

β)β1(
e

TTT
T jijiji  

 ; 
r

jijirjir
r e

TTT
T

2
β)β1( ,1,,1  

 ;                (8) 

 

θ

1,,θ1,θ
θ 2

β)β1(
e

TTT
T jijiji  

 ; 
r

jijirjir
r e

TTT
T

2
β)β1( ,1,,1  

 ;                       (9)    

  
θ

1,1,
θ 2e

PP
P jiji  
 ; 

r

jiji
r e

PP
P

2
,1,1  

 ;                                           (10) 

 

θ

1,1,
θ 2e

PP
P jiji  
 ;

r

jiji
r e

PP
P

2
,1,1  

 ;                                              (11) 



 
Разностные схемы и точность решения термогидродинамических уравнений смазки подпятника Рэлея 

Проблеми трибології (Problems of Tribology) 2015, № 2 

103 

 
θ

1,1,,
θ 2

2
e

PPP
P jijiji  
 ; 

r

jijiji
r e

PPP
P

2
2 ,1,1,  

 ;                                   (12) 

 
θ

1,1,,
θ 2

2
e

PPP
P jijiji  
 ; 

r

jijiji
r e

PPP
P

2
2 ,1,1,  

 ;                             (13) 

jih ,  – толщина масляного слоя между пятой и подпятником; 

   1/12  Mrrer ,   1/θθ  Ne c  – шаг сетки в радиальном и окружном направлениях; 

ir  – радиус сетки; 

rβ,βθ  – весовые коэффициенты в окружном и радиальном направлениях; 

ji,μ  - коэффициент динамический  вязкости; 

),(),(),(θ ,, jicjirji kk   – коэффициенты турбулентности в узле.  

Весовые коэффициенты rβ,βθ  выбираются из диапазона 1β0 θ   и 1β0  r  [4]. Когда 

0ββθ  r , то выражение (8) и (9) принимают вид центрально-разностной производной, а при 

1ββθ  r  - левой разностной производной.      
Заметим, что в сеточном уравнении энергии (6) аппроксимация давлений и температур (8) - (13) 

представлена по схеме против потока. В этой схеме выражения (8) и (10) применяются при движении 
смазки вдоль осей θ  и r  (рис.1) соответственно, выражения (9) и (11) - при движении смазки в противо-
положном направлении, выражения (12) – при движении смазки с торможением вдоль осей θ  и r  соот-
ветственно и выражения (13) - при движении смазки в противоположном направлении с торможением.         

Записанная система уравнений (5) и (6) представляет собой алгебраическую систему уравнений. 
Она имеет второй порядок точности для давления и температуры и решается методом последовательной 
верхней релаксации. Согласно этому методу конечно-разностные уравнения (5) и (6) представляются в 
виде: 
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где m  –  номер итерации. 
Далее записанная система уравнений (14) и (15) решается итерационным методом по следующе-

му алгоритму: 
1. Задаются граничные  значения давлений и температур в узлах конечно-разностной сетки в со-

ответствии с выражениями (4). 
2. Задаются начальные значения давлений вхP , 0, jiP и температур вхji TT ,  во внутренних 

узлах  сетки, кроме граничных узлов. 
3. Рассчитываются значения коэффициента вязкости ji,μ  смазки в узлах  по заданному значе-

нию температур jiT , . 

4. Рассчитывается поле давлений jiP,  из уравнения (14). Для первой итерации значения давле-

ний в окружающих узлах точки  ji,  определяется граничными и начальными значениями (шаги 1 и 2).  
5. Уточняются давления в узлах по методу последовательной верхней релаксации:  
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где Pλ  –  коэффициент релаксации. Для верхней релаксации его значения по данным работы [7] 
находятся в интервале (1, 2).   

6.  Шаги 4 - 5  повторяются  до тех пор, пока не будет достигнута заданная точность для давле-
ний в узловых точках сетки на двух последовательных  итерациях: 

P
m
jiji PP ε1

,,   ,                                                                    (19) 

где 610ε P  –  заданная точность для давлений.  

7. Рассчитывается  поле температур jiT , из уравнения (15). Для первой итерации значения темпе-

ратуры в окружающих узлах точки  ji,  определяется граничными и начальными значениями (шаги 1 и 2).  
8. Уточняются значения температур в узлах по методу последовательной верхней релаксации:  
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где Tλ  – коэффициент релаксации. Для верхней релаксации его значения по данным работы [7] 
находятся в интервале (1, 2).   

9. Шаги 7 - 8  повторяются до тех пор, пока не будет достигнута заданная точность для темпера-
тур в узловых точках сетки на двух последовательных итерациях: 

Tm
ji

m
ji

T
T

ε1 1
,

,  
,                                                                         (21) 

где 310ε T  –  заданная относительная точность для температур. 

10. Уточняются значения коэффициента вязкости ji,μ  смазки в узлах  по найденному значению 

температур jiT , . 

11. Рассчитывается расход смазки ГQ  на внешнем замкнутом контуре Г . 
12. Шаги 4 - 11  повторяются  до тех пор, пока не будет достигнута заданная точность по расходу  

смазки ГQ  на внешнем замкнутом контуре Г  на двух последовательных итерациях: 
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где 4105,1ε Q  –  заданная относительная точность для расхода. 

13. Уточняется давление вхP  из равенства расходов смазки на входе Q  в области подвода σ  и 

ГQ  на внешнем замкнутом контуре Г . 
14. Шаги 4 -  13 повторяются до тех пор, пока равенство  расходов смазки на внешнем замкнутом 

контуре Г  и в области σ  подвода смазки не будет удовлетворять заданной точности на двух последова-
тельных итерациях: 
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где  1010ε 
 Q  –  заданная относительная точность для баланса расхода.     

15. Рассчитываются по методу трапеции [2] такие статические характеристики подпятника как:  
- грузоподъемность: 
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- расход смазки: 
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Рассмотренный алгоритм реализован в виде программы, написанной на языке ФОРТРАН 95 

применительно к персональному компьютеру.  
 

Анализ полученных результатов 
  

Численные расчеты проводились для ступенчатого подпятника Рэлея [1]. Результаты проведен-
ных вычислений грузоподъемности W , потерь мощности на трение ТРN , расхода смазки Q  и темпера-
туры  T  представлены в таблице. 
 

Размер 
сетки 

Грузоподъемность 
W , Н 

Потери на трение 

ТРN , кВт 
Расход смазки 

Q , л/с 
ТемператураT , 

°С 
50 × 50 1157,487 2,2767 0,153768 123,339 
60 × 60 1177,487 2,2842 0,144227 126,063 
80 × 80 1211,440 2,2753 0,084070 126,090 

100 × 100 1230,925 2,3066 0,097299 127,122 
  

Их анализ показывает, что с увеличением размеров конечно-разностной сетки точность расчетов 
статических характеристик подпятника Рэлея возрастает, а погрешность падает и при размере сетки         
80 × 80 не превышает 1 %.  

Таким образом, построены конечно-разностные схемы термогидродинамических уравнений 
смазки, предложен численный алгоритм и выполнена оценка погрешности расчета статических характе-
ристик подпятника  Рэлея.  
 

Выводы 
 

1. Построенная конечно-разностная схема системы термогидродинамических  уравнений смазки  
ступенчатого подпятника  Рэлея является сходящейся.  

2. Предложенный численный алгоритм обеспечивает требуемую точность решения системы тер-
могидродинамических уравнений смазки на мелкой конечно-разностной сетке. 
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Khlopenko N.Y., Sorokina T.N. Thermohydrodynamic lubrication equation’s residual schemes and accuracy 

solution   for  Reyleigh step bearing. 
 
The system of the thermo hydrodynamic lubrication equations for the Reyleigh step bearing is consists of  Rey-

nolds equation for pressure in the layer and energy equation. The energy equation includes the specific oil consumption equa-
tions. Turbulence factors were used in above mentioned equations to make use of Constantinescu method.  

The main aim of the article is to present and describe the thermo hydrodynamic lubrication equation’s residual 
schemes and estimate the approximation relative error for  Reyleigh step bearing thermo hydrodynamic lubrication equations. 

The finite-difference approximation was carried out for the Reyleigh step bearing thermohydrodynamic lubrication 
equations using the second order of accuracy derivatives for five assembly mould cross form. The convection heat exchange 
for temperature areas determination on the basis of difference against steam scheme with a pressure gradient influence was  
taking into account. Consequently, the method of the over relaxation was applied to solve a problem.  

The finite-difference approximation description for Reyleigh step bearing thermo hydrodynamic lubrication equa-
tions gives a possibility to carrying out the calculations of the thrust bearing static characteristics using temperature range and 
oil viscosity.  

As a result, the relative error for loading characteristics is represented it as a diagram. Introduced finite-difference 
approximation can become the basic part for the Relay step bearings calculations in laminar or turbulent regimes. 

 
Key words: reyleigh step bearing, thermohydrodynamic  lubrication equations, finite-difference approximation, relative            

error. 
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