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В роботі розглянуто критерії переходу дискретних матеріалів у граничний стан. Визначено величини кута 

внутрішнього тертя для умов плоскої деформації за граничними значеннями. Зроблено висновки щодо величини ку-
та внутрішнього тертя для умов плоскої деформації. 
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Вступ 
 
Для дискретних матеріалів перехід у граничний стан не пов’язаний з руйнуванням частинок ма-

теріалу, а характеризується значними залишковими зсувами по всьому об’єму у випадку матеріалу з ма-
лою початковою щільністю (пухкий стан), або утворенням локальних зон зсувів для матеріалів у почат-
ковому щільному стані. 

Критерії переходу матеріалу в граничний стан формулюють у вигляді функцій напружень: 
   ,0,σ imF                                                                         (1) 

де im  – параметри матеріалу, величини яких визначаються експериментально. 
Критерії переходу матеріалу в граничний стан асоціюються з умовою пластичного плину в мо-

делях, що описують деформування матеріалу в граничному стані. Тому вивчення характеру функції (1) 
та стабільності параметрів для різних видів напруженого стану є важливою задачею експериментальних 
досліджень. 

Критерії переходу дискретного матеріалу в граничний стан повинні включати не тільки компо-
ненти девіатора, як це прийнято в теорії пластичності, але й величини нормальних стискуючих напру-
жень. До них формально належать критерії Ю.М. Ягна, З. Клебовського, П.П. Баландіна, С. Торе, 
Ф. Стасі, Г.А. Генієва [1], А.А. Лебедєва [2], Хошіно [3], Боткіна – Шлейхера - Мізеса [4], Хілла [5], Мо-
ра - Кулона. 

Найбільш привабливими є критерії, що розглядають умову переходу до граничного стану як до-
сягнення відповідного рівня співвідношень між напруженнями для конкретно орієнтованих площинок. 
Це дозволяє "плавно" перейти від дограничного напружено-деформативного стану до граничного, фік-
суючи не тільки напруження, але й деформації в момент руйнування. 

До цієї групи критеріїв в першу чергу слід віднести критерій А.І. Боткіна: 

        ,03tg 321
2

13
2

32
2

21  H                      (2) 

де H  – опір матеріалу всебічному розтягу; 
ψ  – параметр опору матеріалу зсуву по октаедричній площинці. 

Для ідеально сипких матеріалів  0H  критерій Боткіна можна записати у вигляді відношен-

ня дотичних 0τ  і нормальних 0σ  напружень, що діють по октаедричних площинках: 

.tg
0

0 



                                                                            (3) 

Вираз нагадує формулювання закону Амонтона – Кулона для сухого тертя. 
Менш логічним є узагальнений критерій Треска: 

 .3σσσσσ 32131 HKn                                                         (4) 

Умова (4) включає проміжне головне напруження 2σ  тільки у праву частину і, по суті, зв’язує 
дотичне і нормальне напруження, що діють по різних площинках. 

Близький за змістом до (2) критерій граничного стану дискретного матеріалу запропоновано 
Р. Хіллом. Він записується у вигляді: 

    .0tg2 453131  H                                                     (5) 
Для ідеально сипкого матеріалу критерій Хілла можна записати через відношення напружень, 

що діють по площинках, нахилених до головних під кутом 45°. 
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                                                                          (6) 

Найбільш відомим з цієї групи є критерій граничного стану Мора – Кулона: 
    ,0φsin2σσσσ 3131  H                                                      (7) 

де φ  – кут внутрішнього тертя. 

Для ідеального сипкого матеріалу  0H  критерій Мора можна записати як відношення на-

пружень ρρ στ , що діють по площинках граничної рівноваги (по площинках з найбільшим відхиленням 
повного напруження від нормалі): 








 tgtg гр                                                                     (8) 

або як граничне відношення головних напружень: 
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Представлення критеріїв граничного стану дискретного матеріалу через відношення напружень 
має чіткий фізичний зміст. 

Перш за все, це підкреслює, що міцність цих матеріалів визначається не різницею напружень 
(девіатором тензору), а їх відношенням. 

По-друге, умови (3) та (8) є формулюванням закону сухого тертя Амонтона – Кулона, згідно з 
яким опір системи контактуючих тіл зовнішнім діям переважно визначається внутрішнім тертям. Тому 
дискретні матеріали є найбільш характерним представником матеріалів з суттєвим проявом внутрішньо-
го тертя. Аналіз міцності таких матеріалів зроблено в роботі [6]. 

Нарешті, самі умови задають орієнтацію площинок граничної рівноваги. Для умови (3) це октае-
дричні площинки, а для (8) – площинки граничної рівноваги, площинки з максимальним відхиленням по-

вного напруження від нормалі. Ці неортогональні площинки нахилені до головних під кутами 
2
φ

4
π
 . 

Остання особливість дає можливість зв’язати умову переходу в граничний напружений стан з деформа-
ціями, що відповідають цьому станові. 

Детальний аналіз результатів перевірки критеріїв наведено в статтях [7 - 11]. 
Найбільш привабливими для плоскої деформації є критерії Мора і Хілла. Вони включають тіль-

ки напруження, що діють в площині деформування  0ε z . 

Враховуючи те, що параметри критеріїв Мора φ  і Хілла 45φ  однозначно пов’язані співвідно-
шенням: 

,tgsin 45  
експериментальна перевірка сталості критеріїв переходу дискретних матеріалів у граничний стан при 
зміні виду напруженого стану найчастіше проводилась для критерію Мора. 

Відомим параметром, що оцінює вид напруженого стану, є параметр Лоде σμ : 

,
σσ

σσσ2μ
31

312
σ 


  

величина якого змінюється від 1μσ  (осьове стиснення з накладеним всебічним стисненням) до 

1μσ   (осьове розтягнення з всебічним стисненням). 
Досліди щодо перевірки сталості величини кута внутрішнього тертя для різних видів напруже-

ного стану є досить складним технічним завданням. В наукових журналах опубліковано тільки результа-
ти декількох експериментів. Усі вони проведені з різними матеріалами, на різних приладах, за різними 
методиками, і тому їх важко зіставити. Але в усіх дослідах (див. рис. 1) простежується стійка тенденція. 
Із ростом величини параметру σμ  до значення 0μσ   кут внутрішнього тертя зростає для щільних піс-

ків на величину від 4° до 10°, для пухких – від 2° до 6°. При подальшому збільшенні параметру σμ  вели-
чина кута φ  дещо зменшується, в першу чергу, для щільних пісків. 

Описані випробування оцінюють вплив на величину параметра φ  тільки виду напруженого ста-
ну, але не умов деформування. Обмеження вільного деформування вздовж однієї з осей для умов плоскої 
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деформації, безумовно, впливає на результати випробувань і потребує проведення спеціальних дослі-
джень. 

 

 
 

а                                                                                    б 
 

Рис. 1  Експериментальні залежності кута внутрішнього тертя φ від виду напруженого стану: 
а – щільні піски; б – пухкі піски 

1 – H. Ko, R. Scott [8]; 2 – H. Sutherland, Mesdary [9]; 3 – P. Lade, J. Duncan [10]; 
4 – D. Proctor, L. Barden; 5 – D. Reads, G. Green [11] 

 
Дослідження граничного стану дискретного матеріалу в умовах плоскої деформації 
 
Можна зробити висновок, що найбільш достовірно перехід дискретного матеріалу в граничний 

стан описує критерій Мора – Кулона. Стабільність величини параметра цього критерію – кута φ  внут-
рішнього тертя при зміні виду напруженого стану досліджувалась науковцями Кембріджського універси-
тету. В цих дослідженнях не моделювався найбільш розповсюджений в інженерній практиці плоско-
деформаційний стан. 

Описані випробування оцінюють вплив на міцність матеріалу тільки виду напруженого стану, 
але не умов деформування. Обмеження вільного деформування вздовж однієї з осей для умов плоскої 
деформації, безумовно, впливає на результати випробувань і потребує проведення спеціальних досліджень. 

В лабораторії кафедри опору матеріалів Хмельницького національного університету проведено 
три серії випробувань [12] зразків кварцового піску в умовах плоскої деформації за траєкторіями, коли 
відношення головних напружень η  зростає до граничної величини при збереженні протягом одного дос-
ліду сталої величини суми напружень, constP . Результати досліджень, що представлені на [12, 
рис. 4], дозволяють визначити величини кута внутрішнього тертя для умов плоскої деформації за грани-

чними значеннями грS : 
P
Sгр2

φsin  . 

Осереднені значення кутів внутрішнього тертя визначені як аналітично, так і графічно за нахи-
лом огинаючих граничних кругів Мора для кожної серії, наведені в таблиці 1. В цій же таблиці приведені 
величини кутів φ , одержані В.В. Ковтуном за тих же умов при проведенні стандартних стабілометрич-
них випробувань. 

 
Таблиця 1 

Експериментальні значення кута внутрішнього тертя 
для різних видів напруженого стану 

Значення кута внутрішнього тертя 
Серія Відносна  

щільність піску плоска  
деформація тривісний стиск розходження 

I 0.125 35°50′ 33°20′ 2°30′ (7,5 %) 
II 0.512 40°10′ 36°50′ 3°20′(9,04 %) 
III 0.908 43°40′ 38°30′ 5°10′(13,4 %) 
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Як видно з таблиці, в усіх серіях спостерігалось збільшення величини кута внутрішнього тертя 
для плоскої деформації в порівнянні зі стабілометричними випробуваннями на тривісний стиск. 

Аналогічні результати одержані при інженерно-геологічних вишукуваннях, проведених Чорно-
морНДІпроектом у зв’язку з проектуванням Одеського нафтотерміналу нафтопроводу "Одеса - Броди". 
Паралельні випробування морського піску на стандартних стабілометрах і на переданому ЧорноморНДІ-
проекту приладі плоскої деформації дозволили обґрунтувати збільшення розрахункової величини кута 
внутрішнього тертя для умов плоскої деформації приблизно на 10 %. 

Аналіз опублікованих даних, а також результатів досліджень, проведених за участю автора в ла-
бораторіях кафедри опору матеріалів ХНУ, дозволяє зробити два принципових висновки: 

- найбільш стабільним для перевірених дискретних матеріалів є критерій Мора - Кулона; 
- величини кута внутрішнього тертя пісків для умов плоскої деформації перевищують його зна-

чення, що одержані в стандартних стабілометричних випробуваннях, в середньому на 10 %. 
 
Висновки 
 
Досліджено стабільність параметра φ  критерія Мора - Кулона переходу дискретного матеріалу 

в граничний стан шляхом співставлення величини кута внутрішнього тертя одержаних в умовах стандар-
тних осесиметричних стабілометричних випробувань і випробувань в умовах плоскої деформації. Зроб-
лено висновок про зростання величини кута внутрішнього тертя при роботі матеріалу в умовах плоскої 
деформації. 
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Bagriy O.V. Choice of criterion of transition to the limit - state discrete environment. 
 
The paper considers the criteria for transition of discrete materials in limiting state. The analysis of the known crite-

ria of transition of discrete materials in limit state. The stability of parameter of criteria Mohr - Coulomb transition of a dis-
crete material in the limiting state by comparing the values of the angle of internal friction obtained under conditions of stan-
dard axisymmetric stabilometric tests and tests in plane strain. Determine the values of the angle of internal friction for plane 
strain conditions of the limit values. It is concluded about the growth of the value of the angle of internal friction at the work 
of the material in conditions of plane strain. 

 
Key words: angle of internal friction, limiting state, criteria Mohr - Coulomb. 
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