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УДК 620.17 

 
Сформульовано плоску задачу для середовища з суттєвим внутрішнім кулоновим тертям як крайову задачу 

плоскої неоднорідної фізично нелінійної області, заповненої матеріалом, на деформації формозміни якого суттєво 
впливають величини стискуючих напружень. У математичному формулюванні задачі, крім відомих рівнянь рівнова-
ги і нерозривності деформацій, використані специфічні фізичні рівняння, в які замість пружних сталих введено змін-
ні параметри, що залежать від досягнутих на кожному етапі величин напружень і деформацій. 
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Вступ. Формулювання плоскої задачі для середовища з суттєвим внутрішнім кулоновим 

тертям 
 
Задача формулюється як крайова задача плоскої неоднорідної фізично нелінійної області, запов-

неної матеріалом, на деформації формозміни якого суттєво впливають величини стискуючих напружень 
(матеріалом з суттєвим проявом внутрішнього тертя) [1]. 

Задача полягає у визначенні полів напружень та деформацій при збуренні області силовими або 
кінематичними чинниками. 

Спроби Нав’є, Міндліна, Дересевича, Кандаурова та ін. побудувати механіку дискретних середо-
вищ на основі описання контактної взаємодії навіть ідеалізованих частинок, що мають форму куль або 
циліндрів, фактично закінчились невдачею. 

Тому формулювання плоскої задачі механіки дискретних матеріалів ведеться як для квазісуціль-
ного середовища, але з особливими законами деформування, які принципово відрізняються від закону 
Гука і враховують вплив сухого кулонового тертя не тільки в граничній, але і в дограничній стадіях. 

Матеріал, що заповнює розрахункову область, вважається квазісуцільним. Модель деформуван-
ня матеріалу представляється комбінацією моделі ідеально зв’язного матеріалу (моделі Прандтля) і мо-
делі внутрішнього тертя (моделі Кулона). 

Фізичні співвідношення моделі записуються у формі співвідношень механіки деформівного тве-
рдого тіла але зі змінними модулями деформації, величини яких залежать від досягнутого рівня напру-
жень і деформацій і визначаються за результатами випробувань макрозразків матеріалу в умовах плоскої 
деформації. 

 
Рівняння плоскої задачі механіки дискретних матеріалів 
 
Згідно з відомою теоремою механіки деформівного твердого тіла рішення крайової задачі для 

області з заданими крайовими умовами буде єдиним, якщо задовольняються умови рівноваги, нерозрив-
ності деформацій, прийняті в розрахунковій моделі фізичні співвідношення та крайові умови. 

Умови рівноваги для випадку плоскої деформації записуються в системі довільних ортогональ-
них осей yx,  у вигляді: 
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де xyyx τ,σ,σ  – напруження в площині деформування; 

yx VV ,  – проекції питомих об’ємних сил на осі координат. 
В матричній формі систему (1) можна записати у вигляді одного матричного рівняння: 
 

     ,σ VB T                                                                           (2) 

де  TB  – транспонована матриця диференціального оператора. 
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де    V,σ  – вектори напружень і об’ємних сил 
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Умова нерозривності деформацій може бути зведена до лінійних диференціальних залежностей 
Коші: 
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які в матричній формі набувають вигляду: 
    ,ε uB                                                                         (5) 

де  B  – матриця диференціального оператора; 

   u,ε  – вектори деформацій і переміщень. 
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Вигляд рівнянь рівноваги і геометричних рівнянь Коші не залежить від виду матеріалу і вимагає 
виконання тільки умови "малості деформацій". Фізичні ж співвідношення різних теорій деформаційного 
типу встановлюються для кожного класу матеріалів шляхом узагальнення результатів експерименталь-
них досліджень. Саме для формулювання таких співвідношень для плоскої задачі проведені дослідження 
на зразках дискретних матеріалів і матеріалів з малою зв’язністю [2, 3] на спеціально розроблених при-
ладах плоскої деформації [4, 5, 6]. 

Дослідженнями встановлено, що закономірності формозміни дискретного матеріалу для умов 
плоскої деформації описуються випуклою поверхнею деформування в системі інваріантних осей 

PS ,,Γ , де mP σ2σσ 21    сума головних напружень;  1 20,5S      максимальне дотичне 

напруження; 21 εεΓ    максимальна деформація зсуву. Вона наглядно може бути представлена сі-
мейством кривих  ΓSS   при constP  , що є зрізами поверхні площинами, перпендикулярними до 
осі P . 

Як показав проведений аналіз [7], найбільш вдалою апроксимацією експериментальних кривих 
 ΓSS   при constP   слід вважати їх апроксимацію дробово - лінійною функцією: 
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                                                                         (6) 

де n  і m  – параметри, що визначаються за результатами дослідів. 
В дослідженому інтервалі суми напружень P   0 400кПа  сімейство кривих можна осеред-

нити залежністю між відносними напруженнями і деформаціями: 
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Похідна функції (6) по деформаціях Γ  має фізичний зміст модуля зсуву G : 
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      (8) 

Як видно з останнього виразу, модуль зсуву не є сталою дискретного матеріалу. Його величина 
залежить від досягнутого рівня інваріантів напружень P  і деформацій Γ  і може бути визначена графіч-
ним диференціюванням експериментальних кривих [7] чи одержаними після апроксимації інваріантними 
залежностями (8). 
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Із співвідношення (7) аналогічно можна знайти відносний модуль зсуву 
P
GG 0 . 

 
.

Γ 20 


m
mnG                                                                       (9) 

При 0Γ   
m
nGG n  00 . Отже, початкове значення відносного модуля зсуву nG0  дорів-

нює відношенню параметрів 
m
n

. 

В основу лінійної теорії пружності покладена фізична модель пружного тіла з двома незалежно 
визначуваними параметрами. Це можуть бути: модуль зсуву G , модуль Юнга E , модуль об’ємної де-
формації K , коефіцієнт Пуассона ν , параметр Лоде λ  та ін. Два з перелічених параметрів безпосеред-
ньо входять у фізичні рівняння, що зв’язують компоненти тензорів напружень і деформацій. 

Якщо доведена інваріантність параметрів виду напруженого стану, вони вважаються характери-
стиками матеріалу і вводяться в лінійні співвідношення, справедливі для будь-якого напруженого стану. 
Наприклад, закони зміни об’єму і форми для пружного матеріалу можуть бути записані через октаедрич-
ні напруження 00 τ,σ  і деформації у вигляді найпростіших лінійних інваріантних функцій 

00 εσ K   і  ,γτ 00 G                                                               (10) 
кожна з яких характеризується однією незалежно визначеною сталою матеріалу: модулем об’ємної дефо-
рмації K  або модулем зсуву G . 

Ці ж характеристики входять у відомі рівняння закону Гука, записані в компонентній формі. 
Набагато більш складні закони деформування дискретних матеріалів замість сталих характерис-

тик G  і K  включають функції, що залежать від виду напруженого стану і досягнутого рівня деформа-
цій, і тому не можуть вважатись механічними характеристиками матеріалу. 

Вплив напруженого стану враховано тим, що для плоскої задачі характер вказаних функцій ви-
значається за результатами лабораторних випробувань зразків саме в умовах плоскої деформації. 

Залежність модуля зсуву G  від інваріантів тензорів напружень P  і деформацій Γ  після апрок-
симації експериментальних кривих дробово-лінійною функцією прийнята у вигляді (8): 
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де mn,  – параметри апроксимації. 
Більш складним питанням виявилось безпосереднє незалежне встановлення аналогічної функції 

для модуля об’ємної деформації K , оскільки крім відмічених чинників на об’ємну деформацію суттєво 
впливає недостатньо вивчений фактор дилатансії. 

Аналіз відомих даних показав, що для дискретних матеріалів простіше визначати модуль K  не 
безпосередньо з дослідів, а через модуль зсуву G  і коефіцієнт Пуассона ν  за відомим в механіці дефор-
мівного твердого тіла співвідношенням, що для плоско-деформативного стану можна записати у вигляді: 
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                                                                 (11) 

де .... ν, дпдпG  – модуль зсуву і коефіцієнт Пуассона, знайдені експериментально в умовах плоскої 
деформації. 

Описані в [4, 5, 6] спеціальні лабораторні випробування на приладах плоскої деформації показа-
ли, що коефіцієнт Пуассона ν  порівняно з іншими деформаційними параметрами є найменш чутливим 
щодо впливу описаних вище факторів при роботі дискретного матеріалу в дограничній стадії. 

Тому запропоновано при формулюванні фізичних співвідношень плоскої задачі приймати осере-
днене в робочому діапазоні значення коефіцієнта Пуассона ..νν дп , а модуль об’ємної деформації ви-
значати із співвідношення (11). 

Результати лабораторних досліджень активного процесу деформування представлені у формі не-
лінійних співвідношень між інваріантами тензорів напружень і деформацій: 

;ΓзмGS                                                                           (12) 

.θзмKP                                                                           (13) 
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Для пасивного процесу деформування (розвантаження і повторне навантаження) приймаються 
лінійні співвідношення (12), (13), в яких constзмG G  , constзмK K  . 

Інваріантні співвідношення (12), (13) формально аналогічні записам законів зміни форми і зміни 
об’єму в деформаційній теорії пластичності, але, на відміну від них, включають змінні параметри дефор-
мування: модуль зсуву змG  і модуль об’ємної деформації змK , які розглядаються як функції досягнутих 

деформацій Γ  і стискуючих напружень P . Для дискретних матеріалів (матеріалів з нульовою 
зв’язністю) змінний модуль зсуву визначається з виразу: 

,
Γ

P
m

nGзм 
                                                                      (14) 

а модуль об’ємної деформації 

.
ν1
ν12




 GK зм                                                                      (15) 

Параметри деформування ν,змG , що входять у вирази для модулів деформацій, визначаються 
за результатами лабораторних випробувань зразків матеріалу в умовах плоскої деформації за методикою, 
описаною в [4, 6]. 

Фізичні рівняння плоскої задачі, що зв’язують між собою компоненти тензорів напружень і де-
формацій, зручно записувати у формі рівнянь закону Гука, в які замість сталих характеристик матеріалу 
– модулів деформацій G  і K  – включені змінні параметри змзм KG ,  (14), (15). Величини цих парамет-
рів залежать від досягнутого рівня напружено-деформативного стану в кожній точці розрахункової області. 

Сформулюємо фізичні рівняння плоскої задачі механіки дискретних матеріалів у компонентній 
формі. 

Відомі співвідношення закону Гука для плоско-деформативного напруженого стану мають             
вигляд: 
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В цих рівняннях E  і ν  – загально прийняті пружні сталі – модуль Юнга і коефіцієнт Пуассона. 
Якщо ввести спеціальні деформаційні параметри для плоскої деформації: 
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то співвідношення (16) набувають вигляду: 
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В наведених фізичних рівняннях ..дпE  і ..ν дп  – параметри, що можуть бути визначені експери-
ментально за результатами випробувань зразків матеріалу в умовах плоскої деформації, або знайдені за 
формулами (17). 

Інваріантні співвідношення (12), (13), одержані для формулювання плоскої задачі механіки дис-
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кретних матеріалів, включають інші параметри: модуль зсуву G  та модуль об’ємної деформації K . Па-
раметри G  та K  легко можна виразити через ..дпE  і ..ν дп . Порівнюючи рівняння для xyτ  систем (16) і 
(18), приходимо до висновку, що: 

... GG дп                                                                            (19) 
Складаючи два перших рівняння системи (18), одержимо: 
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або 
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                                                                (21) 

Оскільки модуль зсуву ..дпG  і коефіцієнт Пуассона ..ν дп  визначаються за результатами випро-
бувань в умовах плоскої деформації на приладах, описаних у [4, 5, 6], за методикою, що описана у [4, 6], 
функції ..дпG , ..дпK  можуть бути безпосередньо використані при записі фізичних рівнянь, які в цьому 
випадку набувають вигляду: 
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                                            (22) 

В подальшому викладенні індекси „п.д.” вживатись не будуть, а під K  і G  будемо розуміти 
значення функцій, що відповідають досягнутому рівню напруженого стану в конкретній точці і визнача-
ються за результатами лабораторних випробувань зразків дискретного матеріалу в умовах плоскої дефо-
рмації. 

Таке представлення дозволяє формулювати фізичні співвідношення плоскої задачі у формі рів-
нянь узагальненого закону Гука для плоскої деформації, але зі змінними модулями зсуву і об’ємної             
деформації: 

2 2 ;
2 2
2 2 ;
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                                                (23) 

Систему фізичних рівнянь (23) можна записати одним матричним рівнянням: 
 

     ,εσ змD                                                                        (24) 
 

де    ε,σ  – вектори напружень і деформацій; 

 змD  – матриця змінних деформаційних параметрів. 
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Такий запис дозволяє безпосередньо використовувати співвідношення (23), (24) як фізичні рів-
няння при формулюванні плоскої задачі для матеріалів з суттєвим внутрішнім тертям, а величини змін-
них деформаційних параметрів змзм KG ,  на кожному етапі розрахунку призначати за результатами ви-
пробувань зразків матеріалу в умовах плоскої деформації. 
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Фізичні співвідношення (12 - 25) описують деформування дискретного матеріалу при монотон-

ному зростанні відношень напружень 
P
S

. Це аналогічно відомому в теорії пластичності активному про-

цесу деформування. Процес пасивного деформування (розвантаження і повторне навантаження) спеціа-
льно не вивчався. В першому наближенні зв’язок між напруженнями і деформаціями при пасивному де-
формуванні дискретного матеріалу можна прийняти у вигляді лінійних співвідношень, як це зазвичай 
робиться в теорії пластичності. Для цього достатньо вважати модулі деформації сталими величинами 

const; constn nG K  , значення яких для умов плоскої деформації принципово можна визначити за 
допомогою описаної у [4, 5, 6] лабораторної системи. 

В [7] змінні модулі деформації запропоновано визначати із загальної експериментальної поверх-
ні деформування конкретного матеріалу або як суму величин, визначених з поверхні зв’язності Прандтля 
і поверхні тертя Кулона. 

Вплив на деформування твердих тіл молекулярної зв’язності добре вивчений і описується моде-
лями теорії пластичності. Особливості ж деформування матеріалів з суттєвим внутрішнім кулоновим те-
ртям відносяться до моделі Кулона і демонструються на прикладі плоскої задачі, фізичні співвідношення 
якої сформульовані за результатами випробувань зразків сипкого матеріалу в умовах плоскої деформації. 

 
Висновки 
 
Плоска задача для матеріалів з суттєвим внутрішнім кулоновим тертям формулюється як крайо-

ва задача механіки деформівного твердого тіла з особливими законами деформування, що встановлю-
ються за результатами лабораторних випробувань і враховують вплив на процес деформування не тільки 
молекулярної зв’язності матеріалу, але і внутрішнього кулонового тертя. 

У математичному формулюванні задачі, крім відомих рівнянь рівноваги і нерозривності дефор-
мацій, використані специфічні фізичні рівняння, в які замість пружних сталих введено змінні параметри, 
що залежать від досягнутих на кожному етапі величин напружень і деформацій. 
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Bagriy O.V. Equations of a plane problem for the environment with substantial internal Coulomb friction. 
 
A plane problem for an environment with a substantial internal coulomb friction is formulated as a boundary value 

problem for a planar inhomogeneous physically nonlinear region filled with a material material whose deformations of shap-
ing are significantly affected by the compressive stresses. In the mathematical formulation of the problem, in addition to the 
known equations of equilibrium and continuity of deformations, specific physical equations are used in which variable pa-
rameters are introduced instead of elastic constants, which depend on the values of stresses and deformations achieved at 
each stage. 

 
Key words: plane problem, stresses, deformations, physical relations, internal friction, discrete material, patterns of                    

deformation. 
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