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Nel presente lavoro si affronta, tra le curiosita matematiche, il problema dei
numeri perfetti di seconda specie, riprendendo anche un lavoro del 1979 di Franco
Eugeni e Bruno Rizzi, utilizzato come preambolo e spunto per le problematiche
lasciate aperte su tali concetti, e le loro generalizzazioni tra le quali quella dei
numeri g-perfetti di 2° specie. 1l presente file si compone infatti di:

1. Su alcune generalizzazioni dei numeri perfetti, tratto dal periodico di
matematiche serie V Volume 56 del 1980 riguardanti i numeri 1-perfetti di
2% specie e alcune problematiche dei numeri g-perfetti di 2* specie. 1l testo
e corredato di note scritte in questa occasione.

2. Un lavoro che appare qui per la prima volta in cui & trattato, per quanto sia
possibile, il caso g > 1 per la suddetta generalizzazione dei numeri perfetti
di 2° specie e una diversa generalizzazione dei numeri perfetti di 2* specie
insieme a risultati sul problema delle coppie di numeri amicabili di
seconda specie, per entrambe le generalizzazioni.

Introduzione.

Il problema dei numeri perfetti ha origini antiche, essendo dovuto ad Euclide (IV
secolo a. C.). Egli defini numeri perfetti quei naturali la cui somma dei divisori

inferiori eguaglia il numero stesso. Definita la funzione o come o(n) = > d &
din

chiaro che il problema si puo esprimere nei seguenti termini: » & perfetto se e solo
se o(n) — 2n = 0. Euclide stesso, posto il problema, caratterizzo completamente i



numeri perfetti pari, mentre ancora oggi non e stato risolto, in maniera generale,
quello dei perfetti dispari. In particolare non si conosce nessun numero perfetto
dispari e né se ne esistano. La cosa pero veramente interessante € che intorno al
problema dei numeri perfetti siano nati, nel corso dei secoli, altri concetti,
generalizzazioni e problemi che riguardano tali generalizzazioni, problemi, alcuni
di essi tuttora irrisolti, che hanno affascinato schiere di matematici professionisti e
dilettanti, uomini di cultura, studiosi e un vero e proprio popolo di curiosi. In
questo lavoro ci occupiamo, appunto, di una parte di questi problemi, con qualche
risultato originale. Una di queste problematiche riguarda le coppie di numeri
amicabili che sono quelle coppie di numeri naturali per le quali la somma dei
divisori inferiori dell’uno eguaglia il valore dell’altro (¢ facile provare che (m,n) &
una coppia di numeri amicabili se e solo se o(n) = o(m) = m + n).

Nella prima parte riportiamo anastaticamente I’articolo summenzionato,
corredato, pero da note a pie di pagina scritte per I’occasione, dove incontreremo
una prima variazione, la piu nota, sul concetto di numero perfetto (ovvero quella
di numero perfetto di seconda specie) e una sua generalizzazione (ovvero quella di
numero g-perfetto di seconda specie).

Nella seconda parte riprendiamo alcuni concetti/problemi della prima parte e
forniamo una ulteriore generalizzazione dei numeri perfetti (ovvero quella che noi
abbiamo chiamato numeri perfetti di seconda specie di ordine k) e il legame tra le
due diverse generalizzazioni e risolviamo completamente i problemi collegati alle
definizioni generalizzate dei numeri amicabili di seconda specie. Si sono usate,
qui, le stesse notazioni e simboli della prima parte tranne per quello che riguarda
la funzione prodotto dei divisori di un numero naturale, per la quale nella seconda
parte si e preferito usare z(n) piuttosto che p(n), e per I’insieme dei numeri primi

che, sempre nella seconda parte, si & denotato con P.



Franco Eugeni - Bruno Rizzi

Su alcune generalizzazioni dei
numeri perfetti

1. Introduzione

E’ ben noto come dai Pitagorici in avanti i numeri per-
fetti siano stati oggetto di osservazioni, studio, congetture.
Nell'antichita si parti dalla osservazione che i numeri 6
e 28 sono eguali alla somma delle loro parti aliquote, ossia
alla somma dei loro divisori inferiori al numero stesso.
Risulta cioe:

6=1+2+3
286=14+24+4+7+4+ 14

anzi la divisione tramandataci da Nicomaco (I sec. d. C)
e Teone di Smirne (III sec. d. C.) & piu fine, nel senso che
dividevano i numeri in mancanti, perfetti, abbondanti a
seconda che la somma delle parti aliquote & minore, egua-
le o maggiore del numero stesso — cosi 8 & un numero
mancante, 12 € un numero abbondante, risulta cioeé:

8>1+2+4 12<14+2+3+4+6

Non si sa se esistono numeri perfetti dispari a parte
il fatto che, come ha dimostrato Catalan, se ne esistono de-
vono avere almeno 45 cifre. Abbiamo accennato ai numeri
perfetti pari, questi come hanno dimostrato Euclide (111 sec.
a. C.) ed Eulero (1707 - 1783), sono tutti della forma

E,=2% -1



essendo p e 2° - 1 numeri primi.

Non si sa attualmente se i numeri perfetti pari sono
in numero finito o infinito, dipendendo cio dalla caratteriz-
cazione dei numeri primi di Mersenne (1588 - 1648):

ST

Si puo ben dire che lo studio di questi numeri ha
condotto ad importanti risultati relativamente alla cono-
scenza concreta di numeri primi via via piu grandi. Cosi
ad esempio negli anni 50 il pit grande numero primo co-
nosciuto era 2 - 1, oggi 2** - 1, numero formato da ben
13395 cifre.

Le enormi difficoltéa incontrate nello studio dei numeri
perfetti hanno fatto si che i matematici affrontassero pro-
blemi che presentano varianti e analogie con gli stessi.

Cosi alla fine del secolo scorso sono nati i numeri
perfetti di 2* specie che presentano la variante di conside-
rare il prodotto, anziché la somma, delle parti aliquote,

Nel nostro lavoro abbiamo ottenuto nuovi risultati sv
generalizzazioni dei numeri perfetti di 2" specie.

2. Definizioni e risultati

Come si legge (1) nel Dickson, E. Lionnet (1879) chiama:
numeri perfetti di 2 specie quei naturali n, pitt grandi di
uno (n € N,), che sono uguali al prodotto dei divisori in-
feriori (cioe diversi da n stesso) di n.

In simboli se p(n) denota il prodotto di tutti i divisori
di n, risulta se n & perfetto di 2* specie:

pln) = n' (21)

(ad es. se n = 8 poiche i divisori di 8 sono 1, 2 4, 8 il loro

(1) Cfr [2] pag. 58



prodotto & 64 percio 8 ¢ un numero perfetto di 2* specie).
Sara utile nel seguito dedurre (1) una espressione della
funzione aritmetica p(n).
Se f & una qualsiasi funzione incondizionatamente ad-
ditiva, i. a. (2) e se v (n) indica il numero dei divisori di n

funzione che come & noto quando n = I,p;' si esprime tra-
1
mite la

v =M 0+ a
1

vale (3) l'identita di Pellegrino (caratteristica per le tunzioni
incondizionatamente additive):

1
ZF ) ==35tn F n) (2.3)
din 2

Dalla identita (2.3) posto f{n) = log n* (k € N)) si ha:

Zlogd=1log Nd“=1log n*’'™"

din

da cui detto pi (n) il prodotto delle potenze k-me dei divi-
sori di n si ottiene (4):

(1) Una espressione si trova in Cipolla [1] che la deduce da con-
siderazioni sul cosiddetto fattoriale integrale dicendo che & una
formula nota, ma senza citarne le «introvabili » fonti,

(2) Una funzione aritmetica @ i. a. se f (m nl= f (m) 4 [ (n)
Cfr. ad es. B. Rizzi [4].

[3)1 Cir. F. Pellegrino [3]. si tratta di una comunicazione ad un
congresso UM.I. del 1951 ove la formula & data senza dimo-
strazione

(4) Si noti che come facilmente si prova n**'™/* & sempre
intero, poiché se uno almeno degli esponenti di un primo
che divide n & un dispari y (n) & pari. Altrimenti se tutti
gli esponenti dei primi che dividono n sono pari, n & un gqua-
drato (perfetto).



px (n) =1 d*=n*" ™/ (2.4)

din

che per k = 1, posto p, = p fornisce l'espressione richiesta.
Diamo la seguente dimostrazione del:

Teorema (2.1) (di Lionnet): I numeri perfetti di 2* specie
sono tutti e soli i cubi di un numero primo e i numeri se-
condi (prodotto di due primi distinti).

Dim. Si vede direttamente che se n = p’ oppure n= p, p:
vale la (2.1).
Inversamente se n€N. soddisfa la (2.1) riesce per la (2.4):

p(n} = n'™2E = n?

e gquindi i numeri perfetti di 2° specie sono tutti e soli
quelli per cui:

v (RY =4,

r al
Ora se n = II; p, deve essere per la (2.2)
1

I (L 4a) = 14 = 29
1

Dunque si puo averecher=1con 1+ « =4, a = 3 op-

pwwer=2con l1+a,=14+0:=2 a,=a; =1 e quindi &
n=p’ ovvero n=p, p. C.V.D.
Una prima generalizzazione potrebbe nascere chiamando
amicabili di 2° specie una eventuale coppia (m, n) di natu-
rali tra loro distinti, maggiori, di uno, tali che il prodotto
dei divisori inferiori dell'uno eguaglia l'altro.

Tuttavia questa definizione & una definzione vuota, in
quanto come proveremo siffatti numeri non esistono. Pre-
mettiamo il

Lemima: Condizione necessaria a che m, n€EN,, m # n,

! Diamo qui una breve dimostrazione: I'identita di pellegrino & equivalente a Wn)fn) =
ZdZ", f(d) . Indicando con d; d,..., dy i divisori di n e con d; il divisore “complementare” di d;
n



siano amicabili di 2" specie ¢ che m e n abbiano gli stessi
fattori primi.

Dim. La definizione degli « eventuali » numeri amicabili di
2" specie si traduce in formule nella:

pn) = pim) = m-n
ovvero per la (2.4) nella:

m'a {m!;E:n'a ) /2 — m-n

Essendo m, n € N, ¢ v (m) = 2, v (n) = 2, segue
che se p/m allora necessariamente p|n ed inversamente.
CD.V.

Dimostriamo poi il:

Teorema (2.2): Non esistono numeri amicabili di 2* specie.

Dim: Siano m, n € N, con m F+ n due eventuali numeri
tra loro amicabili di 2" specie. Posto

B

n =1 p , m= ﬂr. p: , segue:
1

mv n) g2 nv ) g2 m-'n
da cui si deducono le identita:

r  apy W3 v v /s

Hl pi i I]l pa
1

1
avim =Bv)= 2@+p) (=12.171

Posto, come é& usuale (1), @ (n) = Z, o, , e som-
|

(1) La funzione Q (n) & una funzione incondizionatamente addi-
tiva.dj(cfr. [4]) che esprime il numero dei fattori distinti e
no n.

ovvero tale che n = did;, si ha, essendo f incondizionatamente additiva, f{n) = f{d)+ f(d;), V i =

1,..., n).
v(n)

Siha, allora, che > f(n) = V%) Adi)+ f(di) ciog vn)-fn) = 23 f(d).
i=1 i=1 din



mando le precedenti si deduce, l'identita:
MM viml =2 Mvin) =220m-n

per la coppia (m, n). Mostriamo che tale relazione non pud

sussistere per alcuna coppia di numeri. Ad esempio scri-
vendo:

{Q(m}v(n}=29{n)+29{m}
QMM vyl =220 +22 (m

si ricava:

vim) — 2 Q (m) =2 Q (n

vin) —2) Q(n) =292 (m

da cui:

tvim) —2) (v (n) —2) = 4

Da questa ultima, necessariamente vera se m, n sod-
disfano la ipotesi iniziale, si deducono le due alternative:

{v(n) {v(ml=6
v (m) v in} = 3

Nel primo caso per il Lemma premesso n ed m sono o
entrambi il cubo di un primo o entrambi un numero se-
condo e quindi tra loro eguali contro l'ipotesi.

I
o

I
-

Nel secondo caso da v (n) = 3 si deduce n = p'e
quindi sempre per il Lemma: m = p* con z + 1 =6

Ma come si prova direttamente p' e p’ non possono es-
sere amicabili di 2* specie. C.V.D.

Non e possibile dunque per il teorema provato con-



siderare l'insieme degli amicabil di 2* specie essendo que-
sti vuoto.

In questo contesto si puo anche inquadrare un vecchio
problema posto (1) da Paul Halcke (1719):

Determinare i numeri naturali n € N; - @ per i quali
esistano g, m € N, tali che il prodotto dei divisori di n che
non superano n sia m9.

Il problema per via della (2.4) si traduce nella:

1 ¥(n) Ry
—e I = 0 = m° (2.5)
n ¢|u

Il problema di Halcke & completamente risolto dal se-
guente teorema che non ci risulta noto:

Teorema (2.3): Fissato comunque n € N; - 2Z, con n =

= fl, p™ , la relazione (2.5) é soddisfatta da tutte e sole le
1

coppie (q, m) tali che:

v (n)

gl o ( -1) o e s [N SRR (2.8)

e con m avente gli stessi fattori primi di n, cioé del tipo:

B

m = fl. P e con gli esponenti dati dalle:
1
1 v (n)

= — o ( -1) 2.7
q 2

Dim. Ogni coppia (g, m) soddisfacente le (2.6) e (2.7) sod-
disfa (2.5).

(1) (2] pag. 158, Se n = 1, o n € & si hanno casi cosi banali
e non significativi che é opportuno escludere dal problema
generale.



Inversamente se (m, q) & una coppia soddisfacente la
(2.5) e cio¢ tale che:

. - v (5.
n lz[lgp:l‘( 2 |)=m?
1

per essere v (n) # 2 m ha necessariamente gli stessi fatto-

r D
ri primi di n e posto m = I‘I; pi  risulta:

(n)
2 (1,— l) =B q i=12 ..r

T =
e quindi le (2.6) con gli esponenti 3, di m dati dalle (2.7).
C.V.D?

Un caso particolare del problema di Halcke & quello
dei numeri (1) che chiameremo g-perfetti di 2* specie.

Chiamiamo cosi quei naturali n € N, tali che il prodot-
to dei divisori inferiori eguaglia il prodotto di k numeri
eguali ad n. In simboli:

—Nd=n °* = n (2.8)

OvVvero:

p (n) = n** (2.9)

(1) Un naturale n si dice g-perfetio di I° specie quando la som-
ma del divisori di n, inferiori ad n, eguaglia la somma di
g naturali eguali ad n. In simboli ¢ (m)l=I(g-41) n. Per
q =1 si hanno i perfetti di 1* specie,



Si tratta dunque del problema di Halcke, per m = n.
Da notare che per g = 1 si ritrova la definizione dei nume-
ri perfetti di 2* specie. Il teorema (2.3) si specializza nel
seguente:
Teorema (2.4): Fissato comunque n € N; - Z, CNES. a
che n sia q-perfetto é che sia:

vin) =2 (@+D (2.10)

Dim. Segue subito dalla dimostrazione del teorema pre-
cedente ripetuta in questo caso, osservando che la rela-

zione:
v (n)
-4 ( = 11. = Bq
L 2 /4
v (n)
per essere o, = [, e per il fatto che - 1 non & in ge-
2

nerale un intero si scrive:
vyv(n) —2=24q.

Vogliamo ora pervenire, fissato q, ad una costruzione
dei numeri g-perfetti. Il problema e quello di trovare tutti

glin = I, it tali che:

vip) =0 p' =20+ D
1

Siano: m;, m,, ...., my un qualsiasi sistema completo
F 3 - # - - k
di k divisoridi 2 (g + 1), ciog talichel, m, = 2 (g + 1)
1

esial = kB = Q (2(g + 1)). Gli interi n aventi k fattori
Primi arbitrari p,, ..., px sono g-perfetti se e solo se gli

2 Naturalmente questo significa che V n € N, — P, esiste un’opportuna scelta della coppia (m, g) in
modo che I’identita (2.5) sia vera. Precisamente se » non & un quadrato perfetto (dunque () €

v(n) v(n)

pari ed & comunque n)-> 2 quindi T —1eNyig= T —1e = a; (dunque m = n);



se n € un quadrato perfetto (dunque «; € 2N, {n)-€ dispari ma comunque Un) > 2): g = %
2

(dunque m = n ) e q = wn) - 2.



esponenti a,, ..., x, degli stessi sono dati dalle relazio-
ni:

@ =m — 1 i=12 .....,k

al variare, in tutti i modi possibili, del sistema completo di
k divisori,

Cosi ad esempio se g + 1 = p € 2 si hanno i nume-
ri del tipo p* e p,™ p,* essendo k=1, 2 con a=2
g+ VD, ea =1, a=2, + 1 = p-1 e ciod i numeri
del tipo p, *“*", p, p: **' con p: e p. arbitrari sono tutti e
soli i numeri g-perfetti quando q+1 é primo?>
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2.1 Le generalizzazioni dei numeri perfetti di seconda specie.

Le generalizzazioni dei numeri perfetti di seconda specie pit note sono di due tipi.
la prima I’abbiamo vista nella prima parte e riguarda i numeri g-perfetti di 2°
specie che qui, brevemente, richiamiamo e sulla quale puntualizziamo i risultati
noti.

Definizione 2.1.1. Sia ge Nj, un numero n € N € detto g-perfetto di 2 specie se
il prodotto dei suoi divisori inferiori ad » eguaglia la potenza di ordine ¢ di n
stesso.

E chiaro che per ¢ = 1 si ritrovano i numeri perfetti di 2° specie che qui

chiameremo, dunque, 1-perfetti di 2“ specie. Utilizzando la funzione =, che

associa ad un numero # il prodotto di tutti i suoi divisori: z(n) = yd, un numero
I14d

n & g-perfetto di 2 specie se ““— = n? ovvero se I1d = n?"'. Si ha cosi modo di

n dn
kv(n)
sfruttare I'identita z(n) = Hd" =n 2 ,(2.4) della prima parte con £ = 1, dove
din
con n) si e indicata la funzione numero di divisori.

a

Sara appena il caso di ricordare che, se p/*- p’ & la fattorizzazione in primi di

n, l'espressione per »n) € data da v(n) = H(1+ ai), come gia visto nella prima
i=1
parte. E questa una delle pit note funzioni aritmetiche insieme alla funzione o,
somma dei divisori, gia incontrata con i numeri perfetti di 1% specie, la quale &
moltiplicativa®. Ricordiamo inoltre che 1{(0) non & definita, 1) = 1°, n) =2 se e
solo se n & primo, W(n)=3 se e solo se x & il quadrato di un primo®, Wn) > 4 per
tutti gli altri naturali, dove l'uguaglianza si ha solo per i numeri secondi (non
quadrati) e per i cubi di un primo i quali, come abbiamo gia visto nella prima
parte, costituiscono tutti e soli i numeri 1-perfetti di 2“ specie. Infine ricordiamo
(vedi nota 4 della prima parte) che (n) € pari se e solo se » non e un quadrato
v(n)
perfetto e, quindi, » ? & una potenza intera di n (0 della sua radice quadrata, se n
e un quadrato perfetto).

* Una funzione aritmetica f& moltiplicativa se f{m-n) = fim)-f(n) ¥V m, n € N tali che (m, n) = 1,
ovvero relativamente primi tra loro.

® Sebbene 1 soddisfi I’'uguaglianza (2.1.1), per definizione esso non & g-perfetto qualunque sia il
valore di g.

® Questi ultimi due casi contemplano tutti numeri che, in analogia con quanto accade con i numeri
perfetti di prima specie, a partire dalla definizione 2.1.2 chiameremo g-mancanti di seconda specie,

qualunque sia il valore di ¢ € N;.



A questo punto possiamo continuare dicendo che un numero n eN; e g-perfetto di
2% specie se e solo se

(2.1.1) n?=n",

v(n) o
ovvero, essendo n > 1, se e solo se — =4 + 1 ovvero se e solo se, infine,
Un)=2(q+1).

Dunque essere g-perfetto per n N, dipende solo ed esclusivamente dal numero
dei suoi divisori e dalla fattorizzazione di 2(g + 1).

Di seguito riportiamo una prima casistica non generale di numeri g-perfetti di
seconda specie al variare di g, per i quali non riportiamo le dimostrazioni.

Valoridi | Valoridi |Caratterizzazione dei numeri g-perfetti di 2% specie

4Q)

(INESY

q=0 Wn) =2 | Numeri primi

g=1 Wn) =4 |Numeri perfetti di 2* seconda specie, ovvero numeri
secondi non quadrati oppure cubi di un primo

q=2 Un)=6 |n= p? oppure n= pfp, con py, p, € P, diversi tra loro

]
w

Un)=8 |n= p[ oppure n = pip, Oppure pip,ps CON p1, pa, p3
e P, diversi tra loro

Un)=10 |n= p? oppure n = p{ p, con p, p, € P, diversi tra loro
Un)=12 |n = pi' oppure n = p’p, oppure n = pps oppure
ptpaps CON p1, po, p3 € P, diversi tra loro

E se estendessimo la definizione di numeri g-perfetti a valori di ¢ non interi? In
questo caso si seguiterebbero ad avere numeri g-perfetti a condizione che 2¢ €
N3, pit precisamente ¢ = 5 per qualche m € Nj — 2N;.

In tal caso la condizione \(n) = 2(¢ + 1) diventa (n) = m + 2 con m dispari e tutto

dipende dalla fattorizzazione di m + 2. Possiamo dunque affermare che i valori
ammissibili per g, ovvero quei valori che rendono non vuota la definizione di

numeri g-perfetti di 2% specie sono quelli dell’insieme Qq & {%| m € No} dove si
e usato I’indice 0 per distinguerlo dall’insieme QL ¢ {%l m € N1} che

in seguito useremo. Riportiamo, di seguito una tabella con i primi valori non interi
di g, anche questa senza dimostrazioni.

| Valori | Valori [Caratterizzazione dei numeri g-perfetti di 2° specie |




di g di vn)

% 3 n=plconp el

% 5 n=piconp el

% 7 n= pf conp; e P

% 9 n= p% oppure n = pfp3 con pi1, p» € P, diversi tra loro
% 11 n=pconp;eP

% 13 n=p’ conp;eP

Consideriamo ora qualche caso generale enunciato sotto forma di teoremi:

Teorema 2.1.1.

I numeri della forman = p2** en= p{ - p, con py, p» € P, diversi tra loro, sono

g-perfetti, i primi per ogni g € Qo € i secondi per ogni g € No.
Dimostrazione

Sian = p2* per qualche primo p; € P, per qualche ¢ € Qo, allora (2 + 1) € N;

e n eNj e si ha, per la nota identita che esprime (n) come = H(1+ a[), essendo
i=1

pt e pr lafattorizzazione in primi din, n) =1+ 29 +1=2(g + 1), dunque n &
g-perfetto di 2% specie.
Sian = p{ p, per qualche coppia di primi distinti p;, p» € P, per qualche g € N,

allora, sempre per I’identitda summenzionata, si ha y(n) = (1 + 1)(1 + ¢) = 2(¢g + 1)
ovvero n & g-perfetto di 2° specie.

Teorema 2.1.2.

Siar eNj.esiag=2"""—1. | numeri g-perfetti sono tutti e soli quei numeri  del

. # . k
teplteonk ..., ree Nytaliche > r=rep,

i=1

tipo n= p’
..., pr € P diversi tra loro.

Sia g = 2°~' — 1 per qualche » eNy. n & g-perfetto di 2* specie se e solo se n) =
2". Un sistema completo di divisori di 2" € del tipo 2" ,..., 2%, per qualche ry, ...,



k
r« €Ny tali che ) r. = r per qualche k e N; tale che k < r = Q(n). Dunque 7 ¢ g-
=1

perfetto di 2% specie se e solose 3k € Nycon k<r talechen= p> ... . p**

k
con ry, ..., rr € Ny tali che Zri =rep, ..., pr € P diversitra loro.
=1

Al concetto di numeri g-perfetti di 2* specie e collegato, come accade con i
numeri perfetti (numeri perfetti di 1? specie), quello dei numeri g-abbondanti e g-
mancanti di 2% specie, per i quali forniamo la seguente:

Definizione 2.1.2. Sia n € N,. n & g-mancante (g-abbondante) di 2* specie se

Hd <n? (Hd>n").
dn din
d#n d+#n

Naturalmente, come accade per i numeri perfetti di 1* specie, anche qui I’insieme
dei numeri g-perfetti, g-mancanti e g-abbondanti costituisce una partizione

di N,. Tale definizione ci conduce, inoltre, alla dimostrazione di due lemmi, a noi
non noti in letteratura, che risulteranno utili in seguito.

Lemma 2.1.1. Sia n g-perfetto di 2° specie 0 g-mancante di 2% specie allora ogni
sottomultiplo proprio di n & g-mancante.

Sian = pr"‘ , Se n e g-perfetto 0 g-mancante allora (n) < 2:(¢ + 1) ma Un)
i=1

=] [@+a,). Sia m un sottomultiplo proprio di n, alloram = [ p/ con 0 < S <
1 i=1

o; YV i=1,...,re, inoltre, esiste almeno un indice & < r tale che f; < a.

Dunque vim) =[J(@+8) < [J@+a,) = An) < 2:(q + 1) essendo (1+ f) <
i=1 i=1
(1+ o) e (1+ ) < (1+ o) ovvero m & g-mancante di 2° specie. C.V.D.

Lemma 2.1.2. (duale). Sia n g-perfetto o g-abbondante di 2* specie allora ogni
multiplo proprio di n € g-abbondante.

Supponiamo che esista un numero n g-perfetto o g-abbondante con un multiplo
proprio m g-perfetto o g-mancante allora tale multiplo m avrebbe n» come
sottomultiplo proprio ma n & g-perfetto di 2“ specie o g-abbondante di 2* specie e
cio e assurdo per il lemma precedente. C.V.D.



La seconda generalizzazione dei numeri perfetti di 2° specie & quella collegata al
gia citato problema di Halcke, ed ¢ illustrata dalla seguente:

Definizione 2.1.3. Sia n € Ny, n & perfetto di 2* specie di ordine £ € Ny se
[Td“=n.

dln

d#n

E immediato provare che tale definizione & equivalente a 7(n) = n*** dove si &
utilizzata la funzione z(n) (prodotto delle potenze k-esime di tutti i divisori di n)

per la quale abbiamo gia visto nella prima parte essere vera I’identita z(n) =
()

n 2.

Dunque, se si eccettua 1 che risulta, analogamente al caso precedente, perfetto di

2% specie di ordine k per ogni ke N1, i numeri n perfetti di 2* specie di ordine &

risultano completamente caratterizzati dalla seguente identita k@ - (k+1) =0

ciogk= ———.
v(n)-2
Dunque esistono perfetti di 2° specie di ordine £ € Nj solo per k=10 k = 2.

Precisamente » & perfetto di 2% specie di ordine 1 se e solo se {n) = 4 ovvero se e
solo se & 1-perfetto di 2% specie, le cui caratterizzazioni abbiamo gia visto (infatti
in tal caso le due diverse generalizzazioni coincidono entrambe con i numeri
perfetti di 2° specie). Nell’altro caso n & perfetto di seconda specie di ordine 2 se e

solo se {n) = 3 ovvero se e solo se & 1-perfetto di 2° specie.
Ricordando che Q & {%| m e Nj}, riportiamo ora un teorema che non ci risulta

noto in letteratura e che rappresenta una risultato che lega tra loro le due
generalizzazioni dei numeri perfetti di 2% specie e:

Teorema 2.1.4. Sia K [I’insieme costituito dagli inversi degli elementi
dell’insieme Q. n & perfetto di 2° specie di ordine k € K se e solo se n & g-perfetto

di 2% specie con g = %

Dimostrazione



Sia n perfetto di 2* specie di ordine k allora k = — 2 owero v(n) = 2A+k)_
v(n)-2 k
2(%+1) = = 2(g+1) ponendo ¢g = % dunque n & g-perfetto di 2 specie con ¢

1 I

z Analogamente per il viceversa. C.V.D.
Di conseguenza restano caratterizzati tutti i numeri di 2 specie di ordine k come i
numeri E-perfettl e tutti i risultati validi per i secondi si possono vedere

come risultati sui primi a patto di invertire I’indice.

Definizione 2.1.4. Sia n € N,, n @ mancante (abbondante) di 2% specie di ordine &

SeIIdk<n(IIdk>n)
din dln
d#n d#n



2.2 Le generalizzazioni delle coppie di numeri amicabili di
seconda specie.

Consideriamo ora le generalizzazioni delle coppie di numeri amicabili di seconda
specie, illustrate con le seguenti definizioni che dimostreremo essere entrambe
vuote.

Definizione 2.2.1. Sia ¢ € Q "e siano m, n e N, distinti. m, n sono g-amicabili di
2“ specie se:

Definizione 2.2.2. Sia k € K e siano m, n € N, distinti. m, n sono amicabili di 2¢
specie di ordine £ se:

Teorema 2.2.1.

Non esistono g-amicabili di 2“ specie per ogni g € Q.

Dimostrazione
Sia g € Q e siano m, n € N tali che

)

0, equivalentemente

” Non consideriamo il caso ¢ = 0, poco significativo e che, come & facile verificare, condurrebbe a
definire ogni coppia di primi distinti una coppia di numeri amicabili.



()

allora m ed n hanno gli stessi divisori primi.

Siano dunque n = [[p{ ed m = [] p/ . con a; B €Ny, le fattorizzazioni in

i=1 i=1
primi di » ed m.
(V(n) ~ ] _up
Le (1) sono equivalenti a (3) \ 2 l Vi=1,...,r
P, [@—q =q¢,

Dalla (1) segue, moltiplicando membro a membro le due equazioni, che

#ln) #(m)

= 1. Possiamo considerare due casi:
nq+1 mq+l

primo caso: ﬂglfl) =1= ”(Z) ovvero m ed n sono g-perfetti di 2 specie; ma dalla
n m

(2) seque che  n? = m? ovvero m = n;

w\n w\m . N \
secondo caso: % <le % > 1 (o viceversa) ovvero n € g-mancante ed m e
n m
min <n®
g-abbondante di  2“ specie. In questo caso la (1) implica OVVero m
n'm>m'

<n,

avendo m ed n hanno gli stessi fattori primi questo implica che m € un
sottomultiplo proprio di #, ma, come abbiamo gia dimostrato nel lemma 2.1.1 cio
implica m e g-mancante contro la posizione iniziale. C.V.D.

Teorema 2.2.1.

Non esistono coppie di numeri amicabili di seconda specie di ordine k per ogni
kG Nl.

v(n)
8 Al solito si & utilizzata I’identita (2.4) della prima parte con k= 1: 7(n) > Vn e N,




Dimostrazione

Hdk:m Hdkzm-nk

dln d|n
d#n d#n
% ‘ ‘ m#n, mn €Ny, ke Nj.
Hd =n Hd =n-m
dim dlm
d#m d#m

7ln) - m(m) = (m - n)*** e p|m = p|n e viceversa.

Q) )
n 2 .m 2 = mk+1 Lkl
k+l—k%m) k+l—k@
m - n — 1
2(k +1) 1
vim)= 27D o142
(m) P ( k)
v(n) = 2(k+1) _ 2.(1+%)

Sek=2=v(m)=3ev(n)=83=m=p’en=p-
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