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1. Introduction

L’étude des hypertreillis a été commencse par M.
Konstantinidou et J. Mittas dans [13] (wor zmss 6] et
[14]). Des résultats remarquables dans o= domaine ont
aussi été obtenus par R. Procesi-Cizmms = R. Rota
([17]) qui ont donné un théoréme de repeésemtation de
type Stone pour une classe particulEre &hypertreillis,
la classe des hyperalgébres de Boole. comme réponse a
un probleme de S. Comer (voir [2]. Probleme 15
Définition 1.1. Un hypertreillis est mm emsemble non vide

L, muni d'une hyperopération V et dmme operation A

tels que, pour tous z,y, 2 de L, les conditions smvantes sont
satisfaites :

i) = € zVx i) z=zAzx

i1) J,Vyzg::\/:c ') sAy=ygAzx

iii) (zVy)Vz = zV(yVz) ii’) (rAg)Az=xA(yAz)
iv) z € zV(z Ay) iv') z €z A(zVy)

v) T €aVy sietseulements rAy=y.

Si (L, V) satisfait les conditions i -5 ). donc s1 (L. V) est
un semi-hypergroupe commutatif irés £n zvant la propriété
z € zVz, pour tout = € L, on dit que (L.V) est un semi-
hypertreillis.

L’exemple le plus connu d’hypertreiliis est le suivant.
Exemple 1.2.

Soit (L,V,A) un treillis modulaire. On définit sur

L une hyperopération par

zVy = {2 € L |zVz=yVz=2zVy}

b=
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Alors (L, V, A) est un hypertreillis (voir [1], [4], [12] ou [16]).
En particulier, pour le treillis (P(X),U,N) de toutes les par-
ties d’'un ensemble quelconque X on a
AVB={C e P(X) | AABCC C AUB}et AAB = ANB,
pour tous A et B de P(X). L’hypertreillis (P(X),V,A) est
méme une hyperalgébre de Boole (voir [17]).

On ne connait pas beaucoup d’autres exemples d’hyper-

treillis. Ici on obtient de nouveaux exemples : les hypertreil-

lis trés fins.

Les hyperstructures trés fines sont des structures algé-
briques multivalentes mais qui s’ecartent le moins possible
des structures traditionnelles dont les opérations sont univa-
lentes. Ainsi, par exemple, un hypergroupoide est un ensem-
ble non vide H munj d’une opération qui fait correspondre,
a chaque couple d’éléments z et y, un produit zy qui est une
partie non vide quelconque de H au lieu d’étre formé simple-
ment d’un unique élément. Un hypergroupoide trés fin est
alors un hypergroupoide oti tous les produits zy sont des sin-
gletons sauf un seul ab = A que l'on qualifie d’ezceptionnel.
Cette notion a été introduite par T. Vougiouklis dans I’étude
des représentations des hypergroupes par des hypermatrices
et des permutations généralisées. Les hyperstructures treés
fines sont de plus intéressantes car elles ont des applications
directes dans diverses branches de mathématiques comme la
théorie de groupes, combinatoire, probabilités et statistique,
criptographie, informatique théorique ...

L’étude du lien entre un hypergroupoide trés fin et la

famille de ses groupoides sous-jacents lorsque 'hypergrou-
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poide vérifie des conditions supplementaires comme la (faible)
associativité ou la reproductibilité a été faite dans [9] et [11].
Les hypergroupes et les Hy-groupes ont été caractérisés dans
[7]. De méme, les semi-hypergroupes commutatifs trés fins
ont été caractérisés dans [10]. On mentionne aussi que des
résultats sur les hyperstructures trés fines ont été obtenu

dans (8], [13] et [18].

Dans ce travail on caractérise les hypertreillis tres fins.

Remarquons que si (L,V,A) est un treillis modulaire
alors I’hypertreillis (L, V,A) construit dans I'exemple 1.2 est
trés fin si et seulement si Card L = 2 (cela découle du fait
que zVz = {z € L | z < xz}, pour tout £ € L). On déduit
que (P(X),V,A) est un hypertreillis tres fin si et seulement
si Card X = 1.

2. Les semihypertreillis trés fins

Dans la suite, pour tout semi-groupe commutatif
(S5,-) on désigne par K(S) le noyau de S (s'il existe).
Notons que si S est un semi-groupe commutatif idem-
potent alors K(S) existe si et seulement si S a un
élément zéro z et alors K(S) = {z}. De méme, lorsque
I est un idéal du semi-groupe S et u € S on note par
Au la translation intérieure A, : I — I A (z)=u =z,
pour tout z € I. On désigne par E(f) le sous-ensemble de
S défimi par E(f) = {s € S|A; = f},ou f:I — I est une

application.
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On a le résultat suivant, établit dans [9].

Théoréme 2.1.
Soient H un sems-hypergroupe commutatsf trés fin dont

(a,a) est le couple exceptionnel. On considére

S=H\{a},B=(aa)NS etp:S — H Vapplication définie

par ¢(s) = as, pour tout s € S. Sotent T =;91 (a), = S\T
et Y = @ : I — I la restriction de la fonction ¢ a I.

Alors :
i) S est un sous-semi-groupe de H.

ii) st T est non vide alors T est un sous-semi-groupe de S.
1)  s1 I est non vide alors I est un idéal de S.
De plus, lorsque a € aa il existe a € S tel que p = A,
et
L. &T =75 alors B = K(S5).
II. siT=0alors B # B C E(\y), ot a est un élément
idempotent de S.
III. 1 @;T?Cés alors seulement les trois situations
suivantes sont possibles :
i) B=K(T) C E(A\s2), 0% a€ B.
1) B = K(T)U{B}, ot B est un élément idempotent
de I tel que B =T, a € K(T) et K(T) C E()\y).
i) 0 # B C E(Aa)NI et B = B-t, pour tout t € T,ou

a est un élément de I tel que Ayz = g, =

On utilise le théoréme précédent pour obtenir la struc-
ture des semi-hypertreillis trés fins.

Soit (S, V) un semi-groupe commutatif idempotent. Alors

(S, V) est un semi-treillis par rapport & une relation d’ordre
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définie par © <y siet seulement sizVy =y. 0z et y de
S. On considére aussi H = SU {a}, ol a est un élément qui
n’appartient pas a S.

On utilise ces données pour raliser les constructions
suivantes.
Construction 1.

Soit & un élément quelconque dans S et T un sous-
ensemble de S tel que T < a. Si T est non vide alors T
est un sous-semi-groupe de S. De méme, si [ = S\ T est
non vide alors I est un idéal de S. On définit sur H une
hyperopération par :

aVa = {a,a},

aVvT = TVa = a,

aVz = eVe=aVz, pourtout r <[
tVy = xVuy, pour tous z,y dans S.

On désigne par Hy(S,a,a) hyperstructure ainsi obtenue
(elle correspond au cas I du Théoréme 2.1 si a est le plus
grand élément de S; sinon elle résulte du cas IIL. 1).
Construction 2.

Soit @ € S. En analysant les cas II et respectivement
I11. iii) on déduit qu'il faut et il suffit de choisir T un sous-
ensemble de S de sorte que T < a et zVy € T si et seulement
si z,y sont tous les deux dans T. Cela découle du fait que
si T est non vide alors T est un sous- semi-groupe de S et
I = S\ T est un idéal de S (bien évidemment I # @ car

a € I). On considére sur H une hyperopération définie par :



No. 12 - 1997 Ratio Mathematica C. Gutan

aVa = {a,a},

aVT =TVa=a,

aVe =aVa=aVz, pourtout z € I,
zVy =z Vy, pourtous z,y dans S.

On désigne par H,(S, a, @, T) cette hyperstructure ( elle
correspond au cas II du Théoréme 2.1 si T' = () ; sinon, elle
correspond au cas III. iii).

En particulier, lorsque awest tel quesiz < a ety < o
alors on a aussi ¢ Vy < a, on peut prendre T < a.

Il reste a analyser le cas IIL. ii).

Construction 3.
Soient a et  deux éléments du semi-groupe S et T un

sous-ensemble dans S tel que T < a. Alors T' est un sous-
semigroupe de S.

Le cas III. ii) est possible si et seulement si § = fV ¢,
pour tout t € T, et fVu=aVu, pour tout u e I =S\ 7T.

Compte tenu de la maniére dont T est défini, la condi-
tion f =V t, pour tout t € T, est équivalente & a < f.

De méme, la condition fV u = a V u, pour tout u € I,
est équivalente a I’égalité

{seS|la<s}={alU{sel | f<s}

En effet, supposons SV u = aVu, pour tout u € I (donc
pour tout u tel que u € a).

Evidemment {s € § | a < s} D {a}u{se S | B <s}.
On démontre maintenant 1'inclusion réciproque.

Soit s € S, < s. Donc s £ a. Alors fVs=aVs=s,
d’ou f < s.
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Réciproquement, supposons
{seS | a<s}={a}U{seS | F<s}.

On considére u € I (c’est-a-dire v £ «). Comme a <
B<BVu ona a < fVu Onobtient aVu < gVu
D’autre part o < aVu (sia = aVu alors v < a, qui
est une contradiction) donc 8 < a V u et, par conséquent,
BVu<aVu.

On voit ainsi que pour le cas IILii) il faut choisir o
et § dans S de sorte que a < S et que lintervalle [a, ]
ne contienne aucun autre élément & ’exception de a et 3,
donc [a, f] = {a, #}. On considére sur H une hyperopération

définie par :

avVe = {a,a,p},

vl =TVa=a,

aVz =azVa=pVz, pourtout z €I,
zVy =2z Vy, pour tous z,y dans S.

On note par H(S,a,a,3) hyperstructure obtenue de
cette maniere.

En utilisant les constructions 1, 2 et 3 on obtient le

théoréme-résumé de la “typologie” suivant.

Théoréme 2.2.
Soit H un semi-hypertreillis trés fins. Alors il eziste

un semi-groupe commutatsf idempotent (S,V) et un élément
a @ S tels que H = S U {a} et H est de l'un des types

suvants :
¢ H=(H{S,a,0),V),ota€ S etT estun sous-ensemble

de S tel que T < a
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o H = (Hy(S,a,a,T),V), ot a est un élément de S et
T < « est un sous-ensemble de S de sorte que zVy € T si
et seulement stz €T etye T ;

o H = (H(Sa,a,B),V), ot a, B sont des éléments de
S de sorte que a < f, [a,f] = {a,B} et T est un sous-
ensemble de S tel que T' < a. "

3. Les hypertreillis trés fins

Dans ce paragraphe on détermine la structure des hy-
pertreillis trés fins.

Lemme 3.1.
Soit L un ensemble non vide sur lequel on définit une

hyperopération V telle que (L,V) soit un semi-hypertreillis
trés fin dont (a,a) est le couple exceptionnel. Sur L on con-
sidére aussi une opération N qui fait de L un semi-treillis.
Alors (L,V,A) est un hypertreillis trés fin si et seulement si
les conditions sutvantes sont satisfaites

(1) pour tout z,y de L\ {a} , z Ay = z si et seulement

81 zVy = y;

(2) {z € L\ {a} |aAz =2} = {z € L\ {a} | aVz = a};

(3) {x € L\{a} |aAz =a} = {z € L\ {a} | aVz = z}.
Démonstration :

Supposons que (L, V, A) est un hypertreillis trés fin dont

le couple exceptionnel soit (a,a). On utilise la condition v)
(Définition 1.1) pour démontrer que les conditions (1), (2) et
(3) sont satisfaites.

Si dans la condition v) on prend z et y dans L \ {a}
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alors on a £ Ay = z si et seulement si zVy = y. Donc on
obtient la condition (1).

Pour démontrer (2) on applique v) pour le couple (a, z),
ouz € L\{a}. Alors a € aVz, c’est-a-dire a = aVz, équivaut
& =gxNa.

De la méme maniere, pour z € L\ {a} et y = a, de v)
on déduit (3).

Réciproquement, supposons que les conditions (1), (2)
et (3) sont vérifiées. Pour montrer que (L,V,A) est un hy-
pertreillis trés fin il reste & vérifier les conditions iv) et iv’)
de la Définition 1.1.

Les conditions iv) et iv’) sont évidemment satisfaites si

z = y = a. Il faut encore vérifier les trois autres situations

possibles.

Solent ¢ = a et y € L\ {a}. Il faut démontrer que
a € aV(aAy), respectivement a € aA(aVy). SiaAy = a alors
évidemment a € aV(a Ay). Supposons a Ay = z € L\ {a}.
Alors aAz = z et puisque z € L\ {a}, d’aprés (2), il s’ensuit
que aVz = a. Donc aV(a A y) = a. Si aVy = a, la condition
iv’) est vérifiée. Supposons aVy = z, ot 2 € L\ {a}. Alors
aVz = z et, de (3), on déduit a Az = a. Donc aA(aV y) = a.

Soient z € L\ {a} et y = a. Alors lorsque z A a = a,
d’aprés (3) on a aVz = z, c’est-a-dire zV(z A a) = z. De
meéme, lorsque £ Aa = z € L\ {a} il s’ensuit que z Az = z
et,de (1), on a alors zVa = z. Donc z = zV(zAa). En ce qui
concerne iv’) si #Va = a alors, d’aprés (2),2 A a = z, donc

zA(zVa) = z. Sinon, supposons que zVa = z,0t z € L\ {a}.

12
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Alors xVz = z et puisque la condition (1) est satisfaite, on
azAz=uz,donc z A(zVa) =z.

Il reste & analyser le cas = et y dans L\{e}. Evidemment,
siz Ay = a, alors z A @ = a et, en utilisant (3) on déduit
aVe = z. Donc z = zV(z Ay). SizAy = z € L\ {a}
alors ¢ A z = z et conformément & (1),zVz = z, donc z =
zV(z Ay). Pour démontrer iv’) remarquons que si z et y sont
dans L\ {a} alors, du Théoréme 2.1, zVy = z € L\{a}. Donc
zVz =zet de(1),z Az =z. On déduit z A (zVy) = z. 5

On considere
T={cxeL\{a}|ave=a}et T={z €L\ {a}|aVz =z}
Alors les conditions (2) respectivement (3) sont équiva-

lentes a z
T={ceL\{a}|anz=c}etT={zeL\{a}|aAe=a}

Si (L,V,A) est un hypertreillis trés fin alors (L, V) est
un semi-hypertreillis trés fin. Donc il existe un sous-semi-
groupe S de L tel que L = SU{a}, ot a ¢ S. De plus, sur §
on a une relation d’ordre < telle que sup<(z,y) existe pour
tous x,y de S et si V=V |gxs alors 2 Vy = sup<(z,y).

D’autre part, (L, A) est un semi-treillis, donc on a sur
L une relation d’ordre < de sorte que pour tous z,y de L il
existe inf<(z,y) et Ay = infz(z,y).

Du Lemme 3.1 on déduit maintenant que (L,V,A) est

un hypertreillis tres fin si et seulement si

(%) les relations < et < coincident sur L\ {a} et T' < a < T.

On remarque aussi que si z,y sont deux éléments de

13
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L\ {a} telsque zAy=a alors a<z,a<y , donc z,y

sont dans T et il n’existe past € T tel que t < z,t <y.

On étudie maintenant de quelle maniere il faut définir
une opération sur (H;(S,a,a), V), respectivement sur
(H(S,a,a,T),V) et sur (H(S,a,a,f),V) pour que I'hyper-
structures ainsi obtenues soient des hypertreillis tres fins.

L’ordre < induit sur SU{a} un ordre < par T < a < T.

Il faut alors que inf<(z,y) = zAy existe pour tout
couple (z,y) d’éléments de S U {a}.

Par rapport & T, et & T, il y a a trois cas possibles, ol
rESTeEl
I. Pour (Hy(S,a,0,),V)onaT<aeta<T.
II. De méme, pour (Ho(S,a,a,T),V)onaT < aeta< T
I1I. Si on considere (H(S,a,,8),V) alors T <a et 3 < T.

Dans les deux derniers cas T a un plus petit élément,
donc zAy = zAy € S, pour tous z,y de S.Par conséquent,
on obtient le théoréme suivant, qui donne la structure des

hypertreillis trés fins correspondants & (Hz(S,a,a,T),V),
respectivement & (H(S,a,a,f),V).
Théoreme 3.2.

Sotent (S, V,A) wun treilis et a un élément qu
n'appartient pas ¢ S. Alors (H(S,a,a,T),V,A) respec-
tivement (H(S,a,a,f),V,) est un hypertreillis trés fin si

et seulement si opération A est définie sur H = SU{a}
par :
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aha =aAT =TAa= a, N
alAz =zla=aAz,pourtoutz € S\T,
zAy =z Ay,pour tous x,y dans S.

Démonstration :
Supposons que (Hy(S,a,a,T),V,A) est un hypertreillis

tres fin. Alors T <a < a < il

SiveT,vAha=v=aAv. Soitve S\ (TUT). Ona

alAv<v et aAv<a DeaAv<ailsensuit aAveT
, donc a A v < a. Par conséquent « A v est un minorant de

I'ensemble {a,v}. Si u est un autre minorant de ’ensemble
{a,v} alors u < v et v < a. On déduit que v € T , donc
u < «. Par conséquént © =< aAv.

Le résultat concernant (H(S, a,a, 3),V, A) découle d'un

raisonnement analogue. =

On donne maintenant la construction de ’hypertreillis
tres fin qui correspond & (H(S,a,a),V). D’aprés les con-
ditions (*) il s’ensuit qu’il faut considérer (.9, <) un treillis.
Donc pour tout couple d’éléments de S il faut qu’il existe
sup<(z,y) et inf<(z,y). On pose

sup<(a,y)=xVy et infc(z,y)=zAy.

On considére o € S et T, T des sous-ensembles de
tels que T < a,a < T. La relation d’ordre < considérée
sur S induit sur S U {a} un ordre X défini par < = <

U(T x {a})U({a} x T)U{(a,a)}. De plus, (SU{a}, <) doit

15
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étre un semi-treillis, i.e. pour tout couple (z,y} de SU {a}

il existe inf<(z,y) =zAy. Alors

ala = a,
alt =t, pour tout t €T,
alAt =t, pour tout t € T.

Avec un raisonnement similaire aux deux cas précédents

on déduit aAz = a Az, pour tout z € S\ (T U T).
Supposons qu’il existe z et y dans S tels que rzAy = a.

Alors a < z,a <y, donc z,y € T et. par conséquent, a <
et @ < y. De plus , si u € S est un minorant de I'ensemble
{z,y} alors u < a, donc u < a. On déduit que z Ay = a.

Ainsi zAy = a, pour tous r,y dans S tels que zAy = a,
et /Ay = z Ay, pour tous z,y dans S tels que z Ay # a.

Con';pte tenu de ces remarques on a le résultat suivant.
Théoréme 3.3.

Soit (S,V,A) un treillis et a un élément qui
n’appartient pas & S. Alors (Hy(S.a.a).V.) est un
hypertreillis trés fin si et seulement &1 lopération A
est définite sur H = SU{a} par:

aNa = a=zAy,pour tous r.y dans S tels quez Ay = o
Ay z Ay, pour tous r.y dans S tels que z Ay # a;
aAz = zla =z, pour tout zeTuT;

aldz =zxzla=«aAz, pour toutr € S\ (TUT). .
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