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UNE NOTE SUR LES GROUPES
PERMUTABLES

Violeta Leoreanu’

RESUME On montre, dans cette Note, que la catégoriec £ des groupes
permutables est balancée.

INTRODUCTION.

D'abord, on rappelle quelques définitions et résultats importants concernants les
groupes totalement permutables et les groupes permutables.

Définition 1.1. Soit G un groupe et soit n un entier plus grand que 1. On dit
quun n-uple (x;,...x,) d'¢léments de G est permutable s'il existe une

permutation nontriviale o €S, ainsi que:

XpmeoXy = xa(u'. i .'xc(n)
On dit qu'un sous-ensemble {x,,...,X, }d'élements de G est permutable s'il existe
deux permutations différentes s et t en S, ainsi que:

XU(I}'. 5 .'XG(H) = xt(l)" i .‘XT(n)

Définition 1.2. Un groupe G s'appelle groupe totalement n-permutable (ou n>1)
si chaque n-uple (x;,...,x, ) d'éléments de G est permutable.
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On note par P, la classe des groupes totalement n-permutables et on note
par P= UPrl la classe des groupes totalement permutables.

n>l

Définition 1.3. Un groupe G s'appelle groupe n-permutable (ou n>1) si chaque
sous ensemble (X, ,...,X, ) d'éléments de G est permutable.

On note par Q, la classe des groupes n-permutables et on note par

Q= LJQ11 la classe des groupes permutables.

n>1

Théoréme 1.4. ([2]) Un groupe fini G, ayant un nombre fini de générateurs est
totalement permutable, si et seulement si, G est fini-par-abelien, clest-a-dire s'il
existe un sous groupe normal N, qui est abélien et a un index fini en G.

Théoréme 1.5. ([3]) Un groupe G est totalement permutable, si et seulement si,
G est fini par-abélien par-fini, c'est-a-dire s'il existe un sous-groupe normal N,
d'index fini, ainsi que N' est fini. (N' est le sous-groupe dérivé de N.)

Un réle important dans I'étude les groupes totalement permutables et des
groupes permutables est joué par les FC-groupes.

Definition 1.6. Un élément xeG s'appelle FC- élément si x a un nombre fini des
conjugués en G, c-a-dire |G:Cg (x) <co.

Théoréme 1.7. (Baer) ([6], Lemme 4.31) Pour chaque groupe G, les FC-
éléments forment un sous-groupe caractéristique, qui s'appelle FC- centre.

Definition 1.8. Un groupe G s'appelle FC-groupe si G coincide avec son FC-
centre.

Théoréme 1.9. ([3], Theorem 4.1) La classe des FC-groupes totalement
permutables et la classe des groupes avec le sous--groupe dérivé fini coincident.

Théoréme 1.10. Un groupe G est permutable si G est fini par-abélien par-fini,
c-a-dire s’il existe un sous-groupe normal N, d’index fini, ainsi que N' est fini.
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Corollaire 1.11. La classe des groupes totalement permutables et la classe des
groupes permutables coincident.

Proposition 1.12. ([1], Proposition 2.10) Pour chaque n >3, il existe un groupe
G, . dordre (2’ —1)j, qui est n-permutable, mais il n’est pas totalement n-
permutable, ou j, = [log,(n!)].

LA CATEGORIE .

On introduira une catégorie, notée par # , qu'on appelle la catégorie des groupes
permutables, pour laquelle:

— les objets de # sont tous les groupes permutables, c-a-dire Obf=P=Q;

— les morphismes de # sont les morphismes de groupes;

— le composé de morphismes est le composé de morphismes de groupes.

Remarques

1. La catégorie £ est une sous-catégorie pleine de la catégorie des groupes Gr.
2. Dans la catégorie # on peut distinguer une chaine des sous-catégories
{Qn}a> O par Q, on a noté la catégorie des groupes n-permutables.

Q,, est une sous-catégorie pleine de # etpourtous m,ne N, I<m<n,
Q,, est une sous-catégorie pleine de Q, .

Définition 2.1. Une catégorie s'appelle balancée si chacun de ses monomor-
phismes est un morphisme injectif et chacun de ses épimorphismes est un
morphisme surjectif.

Quoique sur ia catégorie Gr on sache que c'est une catégorie balancée ([4], p.27),
on ne peut pas dire la méme chose sur toutes ses sous-catégories pleines. Il y a
des sous-catégories pleines en Gr qui sont balancées, par exemple, la catégorie
des groupes abéliens Ab ([4], p.26), mais il existe encore des sous-catégories
pleines de Gr qui ne sont pas balancées, par exemple, la catégorie des groupes
divisibles Div ([4], p.32).

Par la suite, on montrera que # est balancée.
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Proposition 2.2. Si l'inclusion canonique i:G, - G, est un épimorphisme en
Gr, alors G, =G,

Démonstration. Soit * un élément fixé, ainsi que * n’apartient pas a
’ensemble facteur (G,/G;)q ={G,*glgeG,}. Soit K le groupe des
permutations de I'ensemble (G, / G;)4 U {*}.

On définit les monomorphismes t, s :G; — K de cette maniére:

t(g) =t, avec tg(g) = é\g’ et t,(*)=* et
s(g) =, = 1,0, ot €K est définie par o()=+,

o(*)=1 et o()=§, pour tout g=1

On vérifie immédiatement que t et s sont des morphismes de groupes.
De plus, pour tout g €G;, ona t(g)=s(g) .

Puisque i est un épimorphisme on obtient t=s.
Pour tout g€G, on a: g= ts(i) = sg(i) = (crtgcr)(i) =ct (*)=o(*) = 1 don
G, =G,.

La démonstration reste encore valable si on change la catégorie Gr avec
chaque sous-catégorie Gr d'elle. La seule différence est qu'il faut satisfaire la

condition que le groupe K soit un objet de la catégorie C.
Par con§équent, on obtient le lemme suivant:

Lemme 2.3. Si Yinclusion canonique de l'i:Gl — G, est un épimorphisme en P
et si K, le groupe des permutations de I’ensemble (G,/G)y v {*} ou
*¢(G, / G;)y estun groupe permutable, alors G, =G, .

Théoréme 2.4. La catégorie P est balancée.

Démonstration. La démonstration du fait que chaque monomorphisme de £ est
un morphisme injectif est similaire a celle pour Gr.
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Soit u:G, - G, un ¢épimorphisme en # (G,,G, /). En décomposant
canoniquement u =iuy, o u;:G, > Im u et i:Im—> G,, on obtient que i est
un épimorphisme en 2.

En appliquant pour G, le Théoréme 1.10 il résulte I'existence du sous-
groupe N, normal en G,, d'index fini, ainsi que N’ soit fini. Par conséquent,
N-Imus<G, et [Gy:(N-Imu)| <.

En décomposant maintenant i=ii;, ol i:Imu—>N-Imu et
1;:N-Imu — G, il résulte que i, est un épimorphisme en /.

Soit K le groupe des permutations de l'ensemble (G, /N -Imu), u{*} ol
*¢(G, /N -Imu), .

On supposera qu'il existe N, sous-groupe normal en G,,M #G,, ainsi que
Im u soit un sous-groupe en M. On considérera du groupe G, au groupe facteur
G, /M la projection canonique p et le morphisme nul 0. Parce que p=0 en
Im u, il résulte p=0 en G,, en vertue du fait que i est un épimorphisme. On
obtient M = G, , contradiction.

Donc, le plus petit sous-groupe normal de G qui contient Im u est G, . Par
conséquent, chaque n € N peut étre écrit n=n, -u(x)-n;' ou n; eN,xeG,..

Si NclImu, alors on obtient G, =Imu (Lemme 2.3).

Si NeImu, alorsil existe n eN—Imu et pource n,n, eN-Imu.

On obtient _[rll,n'1}=u()4:)-n_1 et parce que N’ est fini il résulte que

{u( x)-n~! }

Conformément au Lemme 2.3, on obtient G, =Imu.

, estun ensemble fini, donc G, Imy| < oo,

ne

Donc, u est un morphisme surjectif en #.

Proposition 2.5, Pour tout u, un monomorphisme en #, il existe
ny €N", ny=2, ainsi que u est un monomorphisme en Q _ , pour tout m = n,.

Pour tout u, un épimorphisme en 2, il existe n, eN’,n>2, ainsi que u est

épimorphisme en Q,, pour tout m2n,.

Demenstration. On applique la définition d’un monomorphisme dans une
catégorie
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n, = max(K(G,),K(G,)) ot K(G)= min{n eN", n22,GeQ,}
Fait analogue pour les épimorphismes.

Proposition 2.6. La catégorie # a des noyaux et des conoyaux de double fiche.

Demonstration. En Gr, pour u,v:X— Y il existe (K, k)=Ker(u,v) o K est

un sous-groupe de X. Donc, si x €P, alors K eP. Fait analogue, en
Gr(p;Y/N)=Coker(u,v)oi N est l¢ sous-groupe normal engendré de

u(x)v(x)"',xeXetsi YeP,alors Y/N€P.
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