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SU ALCUNI g? - INSIEMI DI AG(3,9) A
TRE CARATTERI RISPETTO Al PIANI

Osvaldo Ferri', Stefania Ferri

SUNTO - Si studiano i q*-insiemi K di AG(Q3,q) di classe [1,q,n],, rispetto ai
piani. Si dimostra che deve necessariamente essere n=q+1, che K & di tipo
(1,4,9+1); € che & una q’-calotta e quindi, se q & dispari, ¢ un paraboloide
ellittico.

ABSTRACT - In this paper the q’-sets K of AG(3,q) of class [1,q,n]; are
studied. We prove that it has to be: n=q+1, K of type (1,q.q+1); ed K a g’
cap, and hence, 1f q 1s odd, an eiliptic paraboloid.

INTRODUZIONE

0. Sia K un g*-insieme di uno spazio affine di Galois di dimensiong tre e di
ordine q, AG(3,q). Seguendo le notazioni di [6], chiameremo carattere di
indice 1, rispetto ai piani, di K, il numero t; dei piani di AG(3,q) che
intersecano K esattamente in i punti. Se me,m,,....m,, sono interi tali che
my<my<mg...<m,, diremo che K ¢ di classe [me,m,,...,m,];, rispetto ai piani
di AG(3,q) se essi possono intersecare K solamente in mo,my,...,m, punti,
ciog 1,=0 per ogni m= mg,my,...,m,; diremo che ¢ di tipo (mg,my,...,m,), se &
di classe [mg,my,...,m,]; € t, = 0 per ogni m= my,m,,...,m,. Inoltre I’intero m,
si chiama grado g, di K.

In queste lavoro prendiamo in considerazione i q-insiemi di classe
{1,q,n]: ¢ proviamo che deve essere necessariamente n=q+! e che K & di tipo
(1,q,q9+1), ed & una q’calotta di AG(3,q).
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SU ALCUNI q2-INSIEMI DI AG(3,q)

1. Vogliamo provare il seguente;
TEOREMA 1 - Un qﬁn insieme di AG(3,q) di classe [l,q,n],, r:spe!m ai
piani, é tale che necessariamente n=q+1, risulta di tipo (1,9,g+1); ed & una
¢ -calotta, cioé, se q & dispari, un paraboloide ellittico.
DIMOSTRAZIONE: E’ noto, cft. [8], che tra i caratteri di un K-insieme
di dimensione d di AG(r,q) sussistono l¢ relazioni:

r m'
-d
Ztm =q Yrrd-
m=0

*Zn]tm:k}'r-l_d--I (ll}

Zm(m— Dty =k(k=17, 14 >

m=2

in cut, cfr. [6].

rd—l_[“— per d20 y.,=1 (1.2)
'-—l’J -1
Le (1.1) nel nostro caso diventano:

ty+t,+t, =q’ +q° +q
t et +nt, =q7(q° +q+1) (13)
alg-Dt, +n(n-Dt, =q°(q° - D(g+1)

da cui si ricava;

q' q’ q'(g-b
t, = 1, =q(q  +q+D)- L= (14
1= e a(q” +q+1) _q P (1.4)

Facciamo ora vedere chc per agni punto P di K passa almeno un piano
unisecante e quindi t; >q’

Infatti sia t una retta per P unisecante K, certamenic esistente in quamo
le rette che congiungono P con gli aliri q -1 punti di K sono al massimo q°-
1, mentre le rette di AG(3,9) per P sono q°+q+1 e g"+g+1 > q>-1 per ogni q.
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[ piani per t sono s-secanti, q-secanti o n-secanti K. Denotati con v
(i=1,g,n) i numeri di tali piani, si ha

%vl+vq+vn=q+1 G

(q-Dvy +m-1v, =q* -1

Se fosse v,=0 si avrebbe dalla (1.5} v +v,=q+l e cio¢ v,=q+1-v, che
sostituito nella (1.5),; da v,=q+1 € v,=0, cloé tuttl i piani pet t sarebbero q-
secanti K ed i punti di K sarebbero (q+1)g-1=q +q+l > q che ¢ assurdo
Quindi per ogni punto di K passa almenc un piano 1-secante K e cioé t, 2 Q.

Allora dalla prima delle (1.4) si ha:

3
q—IZq2 =>n-1<q=>n=<q+l.
Ma essendo, per ipotesi, n = q+1 ne segue n=q+1.
Sempre dalle (1.4) si ha allora:
t=q" , =q+q , lgy=q (CI'I)
e quindi il q’-insieme rlsulta, essendo i caratteri tutti diversi da zero, di tipo
(1 9qsq+l )1
Dimostriamo ora che K & una calotta cio¢ | suoi punti sono a tre a tre non
allineati.
Sia s una retta h-secante K, con 2 < h < g, certamente esistente perché K
possiede piani g-secanti (g = 2). Detti wg e wy, i numeri dei piani, per s, che
siano rispettivamente g-secanti e (q+1)-secanti K, si ha:

{w +w=q+l1

(q-hyw, +(q+1-h)w = z—h'

(1.6)

Dalle (1.6} si ha: (q-h)}(w W, )*We=q"-h e, per la (1.6), segue:
(@-h)(@*+1 )+ Wqur=g™h ciod Wy, ~(h-1)q.

Essendo wg,, £ q+1 si ha (h-1)q < g+1 e cio¢ h < 2+]/q ciog h < 2
Avendo supposto h > 2 ne segue che h=2 e quindi K & una q *.calotta. Tale q*-
calotta di AG(3,q) & in PG(3,q), ampllamento di AG(3,q), necessariamente
mcompleta e si completa in una (q° +1)-calotta mediante un punto del piano
improprio che risulta tangente alla (g’+1)-calotta.

Se q & dispari la (g*+1)-calotta di PG(3,q) & una quadrica ellittica e quindi
la g’-calotta di AG(3,q) & un paraboloide ellittico.

1l teorema 1 risulta cosi provato.
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