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1. PREMESSA

Nella societd odicrna la quasi totalitd delle indagini statistiche
viene effettuata su campioni, diventa allora opportuno introdurre
nell’inscgnamento secondario superiore le principali tecniche di
campionamento ¢ le metodologic statistico-probabilistiche che per-
mettono 'inferenza, ossia la generalizzazione dei risultati ottenuti
attraverso una rilevazione per campione a dei collettivi pit ampi
detti “popolazione™.

D’altra parte non si pu0 trascurare la valenza formativa del proces-
so induttivo. La Logica, in senso stetto, offre alle scienze sperimentali
strumenti per respingere (“falsificare”™) una data ipotesi 0 una teoria
quando gueste sono in contrasto con un risultato sperimentale.
Tuttavia la sola falsificazione ¢ restrittiva per le esigenze delle diverse
scienze: ¢ necessario trovare altri strumenti che consentano di “impa-
rare dall’esperienza” con maggiore ampiczza. Si tratta di risalire dalla
verifica di un enunciato in uno o pid casi particolari alla validita
dell’enunciato stesso. E questa I'induzione” ed & alla base della
“logica dell’incerto” e, in particolare, dell” inferenza statistica.

I problemi dell’inferenza statistica sono sostanzialmente due: la
stima statistica dei parametri di una popolazione ¢ la verifica delle
ipotesi statistiche concernenti la validitd o meno di date assunzioni.

Nel presente lavoro, che trae origine dalla relazione tenuta dagli
autori nell’ambito del Convegno Interregionale della MATHESIS
su “Calcolo delle Probabilitd Statistica ¢ Crittogratia nell’insegna-
mento”, di Isernia 2-4 Aprile 1992, si esporranne alcune problema-
tiche attinenti la verifica di un’ipotesi sul valore di una [requenza o
sulla differenza di due frequenze.
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La trattazione vuole essere una proposta didattica che serva di
“stimolo™ all’approfondimento e di invito alla presentazione “in
classe” di alcuni procedimenti di inferenza statistica.

2. IL CAMPIONAMENTO E L’ INFERENZA STATISTICA

Ogni indagine statistica € mirata a studiare (prendere decisioni
su) un carattere X di una ben definita popolazione attraverso alcuni
parametri caratteristici (media, varianza, proporzione, ecc.}, una
parte dei quali o tutli frequentemente sono incogniti.

Supponendo che X sia una variabile casuale (v.c.) e che si distribui-
sca, nell’ambito della popolazione, secondo una funzione di densitd
(distribuzionc) di probabilita [(x|@) dipendente da un vettore di para-
metri @ e R, I'indagine ha come obiettivo quello di stimare o prendere
decisioni sul vettore ©. Nel caso che X sia una v.e. continua con distri-
buzione normale, N, (x) = 1 / [(2r)2s] expl - (x - m)? / (2s2)], il
vettore dei parametri ha per component il valore medio m e lo scarto
guadratico medio s.

L’ analisi statistica spesso viene condotta su di un gruppoe piu o
meno ristretto di persone od oggett appartencent alla popolazione
stessa. Tale gruppo costituisce un campione ed ¢ individuato in
modo da consentire la gencralizzazione dei risultati campionari
all’intera popolazione.

Uno schema dei diversi tipi di campionamento ¢ presentato
nella fig. 1 seguente:

Fig. 1
TIPC DI CAMPIONE
Probabilistico MNan probabilistica
l l | l l
Campiane Campione Camplaone Campione Campicne Carmpicna Campiona
casuale sistematico stratificato a di di chunk
semplice grappoli giudizia pasizione

14



Considerazioni sull inferena statistica e. ..

La scelta degli elementi che formeranno un campione pud ¢ssc-
re elfettuata in modo che ogni unitd della popolazione abbia la
stessa probabilitd di entrare a far parte del campione. Questo tipo
di estrazione, detto eampionamento casuale semplice, fa parte
delle teeniche randomizzate (probabilistiche) e si pud provare che,
utilizzando queste, il divario tra le informazioni fornite dal cam-
pione e quelle della popolazione ¢ dovuto solo al caso.

Lc operazioni di scelta degli elementi, poi, possono essere con-
dotte con ripetizione (campionamento bernoulliano) o senza ripeti-
z1ione (campionamento esaustivo).

Se ogni unitd clementare della popolazione viene identificata
con un numero intero progressivo a partire da 1, la scelta di ogni
singola unitd del campione porta alla definizione della  variabile
X; =" valore di X per I'i-ma unita”™ e, quindi, la n-pla (X, X5, ..., X))
costituisce il campione. Dunque ogni campione di dimensione n di
X corrisponde a n misure ripetute di X fatte nelle stesse condizio-
ni. Nel caso di campionamento bernoulliano le variabili casuali X
sono indipendenti.

Dopo aver cstratto dalla popolazione un un campione che la
rappresenti, sui dati campionari si calcolano le statistiche corri-
spondenti a1 parametri della popolazione (media campionaria,
deviazione standard, proporzione campionaria, ecc.). Attraverso
“la teoria della stima” ¢ **1 test statistic”” ¢ possibile, con diversi
livelli di probabilitd di errore, “inferire” dai risultati campionari a
quelli dell’intera popolazione, vero oggetto di ricerca.

I motivi che spingono a condurre analisi su campioni vanno
ricondotti principalmente a problemi organizzativi, di costi ¢ di
tempi per 'acquisizione ed elaborazione dei dati. D’altra parte le
indagini campionari¢ permettono un’analisi pit particolareggiata di
guanto consentircbbe uno studio di tutte le unita della popolazione
oggetto di interesse.

Bisogna ovviamente analizzare se ¢ quando ¢ possibile estende-
r¢ le conclusioni campionarie a tutto il collettivo. Il campione
dovrebbe riflettere le caratteristiche della popolazione (“riprodurre
in miniatura” I'intera popolazione) oggetto di studio, ma la man-
cata conoscenza di tali caratteristiche non  consente di giudicare
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della rappresentativitd del campione stesso. Si1 deve allora ripiegare
su un campione che almeno non sia  ‘“‘distorto™ ¢ cid ¢ possibile
attraverso la scelta di una tecnica di campionamento appropriata e
della dimensione minima ottimale del campione. Stabilita la tecni-
ca di campionamento pilt appropriata e lissata la dimensione, i
risultati dell’indagine campionaria possono esscre estesi poi
all’intera popolazione, sia pure con un margine di errore prefissato
(espresso in termini probabilistic).

Difficilmente, in realtd, si ottecngono campioni che riproduca-
no esattamente le caratteristiche della popolazione, tuttavia
nell’Universo dei campioni (collezione di tutti 1 possibili cam-
pioni di data dimensione che si potrebbero estrarre da una popo-
lazione) ¢i saranno c¢ertamente campioni maggiormente rappre-
sentativi. In generale puo affermarsi che quanto pit il campione &
numeroso, tanto pid sard rappresentativo della popolazione di
provenienza; d’altra parte, perd, al crescere della dimensione del
campione crescono i costi e le dilticolta teeniche di organizzazio-
ne dell’indagine.

3. CARATTERISTICHE DELLA VERIFICA DI IPOTESI
STATISTICHE

La verifica di ipotesi in una ricerca statistica ¢ compiuta al fine
di confrontarec un’ipotesi sulla “composizione™ relativa ad un
carattere X, in una popolazione oggetto di studio, con i risultati
sperimentali che scaturiscono dall’osservazione di un campione
estratto dalla popolazione stessa.

In generale un’indagine di tipo statistico parte con la lormula-
zione di una ipotesi Hy (ipotesi nulla). Essa postula Irequentemen-
te la completa accidentalitd dell’esito sperimentale.  Dall’analisi
dei dati campionari, secondo regole di “comportamento induttivo”,
si arriva alla decisione di accettare o di ritiutare Hy. L’ipotesi nulla
quindi & un’assunzionce sui parametri della popolazione, ossia:

Hy: © = @, con Q, particolare valore di @
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Tale ipotesi viene posta a confronto con una alternativa H, che
vicne formulata sul valore che lo stesso parametro pud assumere in
alternativa a quello considerato con H . Ad esempio:

H1:®¢80

Lo strumento di decisione € un test statistico basato su una
opportuna funzione definita sull’universo dei campioni (funzione
test). Poiché gli elementi costituenti un campione sono delle
variabili casuali, ¢ v. ¢. anche ogni [unzione test. Esiste quindi la
possibilitd di derivare la distribuzione di probabilitd di tale variabi-
le in funzione della distribuzione degli elementi campionari.

Al variare delle n-ple campionarie, la funzione test e tale che:

1) quando Hg ¢ vera, & descritta da una variabile alcatoria 'V con-
dizionata ad Hy (V|H,) avente un’opportuna distribuzione
(densitd) di probabilitd;

2) quando H, ¢ vera, ¢ descritta da una variabile aleatoria V|Hl
avente una distribuzione (densitd) della stessa classe della
variabile V| H,, ma con valori diversi dei parametri.

La fig. 2 illustra una possibile situazione concernente la funzio-
ne test sotto I'assunto che V[HO C '\.f'|Hl siano distribuitc normal-
mente rispettivamente con medie zero ¢ U e varianze var(V | Hy) e

var(V | H)).

Fig. 2 A

vV | H,
vV | Hg
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La funzione test spesso ¢ costruita definendo una “distanza”,
¢spressa in un’ opportuna unitd di misura, tra la distribuzione (den-
sitd) di probabilitd che I'ipotesi nulla permette di assegnare ai
“punti” dell’universo campionario ¢ un punto campionario scelto
opportunamente (valor medio, mediana, moda, ecc).

Convenzionalmente si decide di rifiutare 'Hy se la distanza
tra il campione osservato x ¢ il punto “privilegiato” supera un
prefissato valore-soglia. Per la definizione di quest’ultimo,
I’insicme €2 det punti campionari viene suddiviso in due sot-
toinsiemi, X ¢ Q\Y, in modo tale che si decide di rifiutare H,
s¢ x € X ¢ di accettarla (non rifiutarla) se x € Q\Y. Lo spazio
2 di rifiuto di un’ipotesi viene detto “regione critica” ¢
I’appartenenza di un punto campionario a 2 viene stabilita in
base al valore assunto su di esso dalla funzione test “opportu-
namente” scelta.

Ovviamente la decisione presa pud essere corretta o no ¢ non
sard dato sapere con “certezza” se la particolare ipotesi formulata
sia vera o falsa. Questo perché la prova di verifica di ipotesi stati-
stiche discende da un processo induttivo che utilizza quantitd limi-
tate di informazioni.

Vanno introdotti allora tutti 1 possibili errori che si  possono
commettere nell’estendere le conclusioni che possono emergere su
base campionaria alla popolazione da cui proviene il campione x.

Un errore, errore di prima specie, consiste nel rifiutare 1’ipotesi
nulla quando, in realtd, questa ¢ vera; per definirlo bisogna consi-
derare la probabilitd condizionata

o =Prob(x e vl Hy) = livello di significativita

¢ laquantitd 1 - o ¢ interpretabile come la capacitd del test stati-
stico scelto di indicare correttamente come vera 'ipotesi nulla
sulla base del campione o anche come livello di “liducia™ che si
da al test.

Bisogna considerare anche un secondo errore, crrore di seconda
specie, che si pud commettere se I'ipotesi nulla viene considerata
vera, mentre in realtd non lo ¢, La probabilita di questo tipo errore
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¢ espressa da
B = Prob(x € Q\X|H,)

¢ la quantitd 1 - B, detta potenza del test, esprime la capacitd del
test di far rilevare la falsitd dell’ipotesi nulla.
Il tutto pud essere schematizzato nella seguente fig. 3

Fig. 3 SITUAZIONE REALE
NELLA POPOLAZIONE

E vera Hg

Non & vera Hp

Si considera Decisione ) Errore ‘
vera Hp corretta di ll specie
Prob =1 -« Prob = B
SITUAZIONE
STIMATA
IN BASE AL
CAMPIONE
Si considera i ﬁrrore ] Dcec:?;iitt:;ge
i ll specie
non vera Hg St g el e

Se alle ipotesi H; vengono assegnate delle probabilita  iniziali
p; = Prob(H;), la probabilitd degli eventi legati a comportamenti
corretti ¢ data dalla
Prob({({xe X} nHp) w({xe Q\2Z} nH)=p, (1 - B} +py (1 - )
¢ quella di comportamenti erronei dalla

Prob(({x € L} nHp)u({xe Q\Z}nH)=ps B+p, .

Si cerca, ragionevolmente, di rendere massima la probabilitd
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degli eventi legati a comportament corretti ¢ minima quella relati-
va a comportament crrati. Pertanto se, come usualmente si proce-
de, il livello di significativitd o viene fissato ¢ si suppone 1’equi-
probabilitd delle ipotesi (p; = 1/2), il problema di ottimizzazione
consiste nel far si che B sia minimo. Operativamente, fissato o, si
cerca di individuare un test ¢che minimizzi o, in altri temini, di
individuare una regione critica che massimizzi la potenza del test.

Il livello di significativitd, comunque, non pud esser¢  troppo pic-
¢olo in quanto una diminuzione dell’errore di prima specie provoca
un aumento di quello di seconda specie. Si pud arrivare ad una cor-
retla valutazione solo conoscendo la natura del problema in questio-
ne ¢ bilanciando 1 pro e 1 contro degli erron e delle loro conseguenze.

Ovviamente quanto appena visto ¢ la problematica che si pre-
senta prima dell’osservazione del campione. Dopo Pestrazione
di quest’ultimo, la probabilitd che sia vera Hy avendo osservato
x € X e quella che sia vera H; avendo osservato x € Q\ Y sono
date rispettivamente, per il tcorema di Bayes, da

Prob(Hy [xe 3) = PorCe S ¢ S
ppor+p (1-B) o-f+1

P B __ B
prB+po(l-a) PB-o+1l

Prob(H; [xe Q\Y) =

La condizione di ottimo richicsta, allora, premetle di rendere
minima sia la probabilitd di veritd dell’ipotesi nulla quando 1esito
campionario cade nella regione critica, sia quella dell’ipotesi alter-
nativa quando esito si trova nella regione di accettazione.

Si osservi, infine, che trattandosi di analisi fatte su campioni,
in tulto questo processo inferenziale deve entrare in - gioco anche
la numerositd campionaria. Infatti risulta immediato che per un
campione di numerosita pari a quella della popolazione verrebbe-
ro ad annullarsi in due tipi di errori ¢ per uno di piccole dimen-
sioni & e B potrebbero risultare troppo grandi.
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4. INFERENZA SU PERCENTUALI

Problemi che spesso si incontrano nella realta quotidiana ¢ che
possono costituire interesse da un punto di vista didattico sono
quelli legati a inferenze su “popolazioni dicotomiche”.

Una popolazione dicotomica ¢ un collettivo le cui unitd sono
classificate secondo due modalita di un carattere, ad esempio mala-
to o sano, guarito non guarito, presente o assente, promosso o
respinto, ecc. In tal caso interessa analizzare la frequenza relativa
di una delle modalitd del carattere.

La verifica d’ipotesi sul valore =, di una frequenza relativa o
proporzione 7 di una data modalitd di una variabile X dicotomi-
ca, consiste nel provare statisticamente se le osservazioni campio-
narie siano conformi o meno alla congettura fatta sul valore della
frequenza. Il valore pud essere “‘stimato” sulla base di conoscenze
precedenti, di “intuizioni” sulla incidenza o prevalenza del feno-
meno, attraverso un’indagine pilota, ecc.

Si supponga quindi di estrarre dalla popolazione dicotomica un
campione casuale bernoulliano di dimensione n. Indicato con t il
numero di unitd che nel campione presentano la modalita oggetto
d’interesse ¢ con p = {/n la corrispondente frequenza relativa, si
prova che, ncll’ambito dell’universo campionario, la v.c. frequenza
assoluta F si distribuisce in modo binomiale e che per n grande (la
regola empirica gencralmente usata suggerisce di prendere n tale
che nk >5en(l - ) >5) ladistribuzione della proporzione cam-
pionaria P = F/n pud essere approssimata da una gaussiana con
media 7, ¢ varianza my(1 - 7p)/n. '

La verifica dell’ipotesi nulla consiste nel confrontare il valore
trovato p con il valore ipotizzato 7,: piccole divergenze potranno
essere attribuite a fluttuazioni campionarie, divergenze notevoli,
invece, denotano che le osservazioni campionarie non si conforma-
no al valore ipotizzato per la frequenza della popolazione.

Fissata I’ipotesi nulla

H{]:Tf:ﬂor (3=TE-71:0={})

occorre considerarc anche 1'ipotesi alternativa H; che presume una
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popolazione caratterizzata da una frequenza relativa m,; ¢ pud
cssere quindi:

bidirezionale: H;:m #mn, O=m -mp=0);
unidirezionale: H, : T, >m (=7 -m,>0) oppure
Hy:my<m (O=my-m >0)

La gquantitd & rappresenta la differenza minima tra frequenze
che si riticne rilevante ¢ di cui, quindi, I'indagine deve essere in
grado di evidenziare la significativita statistica. In pratica la recale
differenza tra frequenze non ¢ nota prima dell’indagine e la sua
valutazione rappresenta, spesso, proprio lo scopo dello studio sta-
Listico.

Per la verifica di potesi si pud far ricorso alla funzione test

p-7
[po (1 - mo) / n ]2

la cui distribuzione pud essere approssimata con una normale stan-
dardizzata.

Parimenti, supponendo di voler controntare le proporzioni m, ¢
7, relative ad una stessa modalitd di un carattere X in due popola-
zioni dicotomiche distinte, si estraggono due campioni bernoullia-
ni di dimensioni n, ¢ n, dalle rispettive popolazioni ¢ si analizza la
differenza tra le proporzioni di soggetti p; ¢ p; che presentano la
modalitd nei campioni da confrontare. Sempre relativamente a
campioni di grandi dimensioni la vie. P, - P> st distribuisce nor-
malmente con media m; - 7, ¢ varianza

[7t, (L - m)/n;] + [l - 7o)/ n,l.
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In questo caso le ipotesi da prendere in ¢same sono:
Hyid =%~ =0
contro una delle alternative:

H :0=m -%,=0;

H:8=m-m,>0 oppure H,:8=n,-1, >0
¢, assumendo:
p* =(np; + nypa) / (0 +ny)

come stima della proporzione incognita © = 7, = T, solto I'ipotesi

Hy- la funzione test utilizzabile sard:

T = P1-P2
[p* (1-p")(1/ny + 1/ ny)22

(h

Sia nel caso di confronto tra proporzione campionaria ¢ quella
della popolazione che in quello tra due proporzioni, il rifiuto o
meno dell’ipotesi nulla € stabilito in base al valore z assunto dalla
funzione test Z utilizzata sui dati campionari. S¢ z, in valore asso-
luto, risulta maggiore di un opportuno “valore critico”, I'ipotesi
nulla viene rifiutata; se risulta minore o uguale “in pratca” 1'Hy
viene accettata. I1 valore critico considerato, nel caso di “test uni-
direzionali”, e dato dalla determinazione Z,, della variabile nor-
male standardizzata tale che Prob(1Z| > Z,) = o (livello di signi-
ficativitd). Per “test bidirezionali” il valore critico viene individua-
to sostituendo a 7z, 11 valore di zg.

Si consideri il scguente esempio. Da due popolazioni, una di
non vaccinati (NV) ¢ 'altra di vaccinati (V) con un vaccine antin-
flucnzale, si estraggono casualmente 800 ¢ 700 soggelti rispeltiva-
mente. Nel primo campiong si riscontrino 150 malati (p; = 0.19) ¢
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nel secondo 100 (p, = 0.14); ci si chiede la capacitd immunitaria
del vaccino.

L’ipotesi nulla postula nessuna eflficacia del vaccino (m;, = &) ¢
I'ipotesi alternativa una significativa attivith immunitaria (7, # 7).
Si tratta quindi di applicare un “‘test bidirezionale™.

Data I’'alta numcrositd campionaria si puo ricorrere alla funzio-
ne test (1).

Una stima di w pud essere data da p* = 250/1500 = 0.17, che
esprime 'incidenza *cumulata” della malattia nell’ambito dei
due campioni (NV e V) in esame. Il denominatore della (1)
(detto, in termini tecnici, errore standard di una proporzione) vale
[0.17 - 0.83 - (1/800 + 1/700)]'2 = 0.02 ¢ quindi | z] = 2.85. Pertanto,
supposto un livello di significativith o = 5%, si ha |z] > Zan = 1.96
e, quindi, si ¢ indotti a rifiutare Hy ed accettare Hj, ossia ad assumere
I’clficacia del vaccino antinfluenzale per ridurre I'incidenza dei casi.

Qualora la stessa indagine fosse stata effettuata su due campioni
rispettivamente di 80 e 70 soggetti con 15 ¢ 10 malati rispcttiva-
mente, applicando la (1) si otterrebbe un valore di z uguale a 0.83,
valore chiaramente non significativo (essendo minore di z,,). Cid
mette in evidenza I'importanza della numerositd campionaria.
Infatti la stessa incidenza percentuale di malati (19% nei non vac-
cinati ¢ 14% nei vaccinati) risulta significativa (a favore del vacci-
no) quando i campioni hanno numerosita di 800 e 700 unita ¢ di
nessuna signiticativitd statistica qualora 'indagine venga svolta su
campioni di piccole dimensioni (80 e 70).
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