IL PROBLEMA DELL'INTEGRAZIONE INDEFINITA
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SOMMARIO

In quel che segue affronteremo i1 “problema df decisione per integrali
Indefiniti”, ossia la ricerca di un algoritmo che consenta di decidere 58
la primitiva di una funzione data sia o meno esprimibile mediante funzioni
elementari.

I1 problema, come si sa, & insolubile per integrall qualsiasi; pero,
neg!{ ultimi decenni i1 matematico americanc Risch, sfruttando i risultati
di Liouville (1809-1892) del secolo scorse, ha sviluppato due algoritmi
che permettono di decidere per alcune classi di funzioni che contengono
asponenziali o logaritmi: 1’glgoritmo per induzione e 1’algoritmo paralle-
lo. Qui presenteremo l'algoritmo_para11e]o.

In precedenza, 1'unico algaoritme di decisione noto (gia dalla seconda meta
de) secoio scorso) ¢ riferito alla classe dei “differenziali binomi” ed &

espresso dal teorema di Tchebichev, da cui trarremse alcune conseguenze che
permettono di decidere anche per funzioni trigonometriche,

ABSTRACT

In what follows we deal with the “decision problem for indefinite

Integrals”, nomely the search of an algorithm that lets us of decide if
the primitive of a given function can be expressed or not by elementary
functions.
As it is know, the problem is irresoluble for integrals of any type; but
in the last decades the american mathematical Risch, using the results of
Liouville of the previous century, has developed two algorithms that let
of decide for some classes of funstions which contain exponential or
logaritms: the inductign algorithm and the parallel algorithm. We present
-hare the paralle? algorithm.

Formerly, the only known algorithm of decision (already since the second
half of the previous century) is referred to the class of the "differen
%jdi binomials”, and is expressed by the theorem of the Tchebicheyv, from
thich we deduce some conseguences that alsc let of decide for trigonome—
irical functions.



INTRODUZIONE

con 11 tefmine funzioni elementari indicheremo tutte le funzioni complesse

di una variabile reale che rientrino nelle seguenti categorie:

ay funzioni razionali;

b) funzioni algebriche sia implicite che esplicite;

¢} la funzione esponenziale exp(e);

d) la funzione logaritmica;

e) tutte le funzioni ottenibili mediante una combinazione finita di

simboli di funzioni appartenenti alle categorie precedenti.

In particolare, in e) possiamo includere le funzioni goniometriche, le
funzioni iperboliche e, rispettivamente, le inverse di esse. Le goniome-
triche si possono esprimere come combinazioni 1ineari, nel campc comples-
so, delle funzioni esponenziali mediante le note formule di Eulero:
iz_ e—iz =iz iz

iz -
e e + @ e — e

a) senz = —gF/—=——; b) cOS2Z = —F— ; c) tgaz = - -
21 2 i(e'*+ &%)

Da esse 51 ricavano, come combinazioni di funzioni logaritmiche, le inver-

iz

se:
c) m:arcsena=+1n{/1—ez+fm], con &€ = sen <
d)} 2 = arccos & = —%r ?n[m + ¢ e’- 1 ] , con € = ¢C0S Z
- -1t e -
e) 2= arctge = — In r— ) con « = tg=z
Analogamente, sussistono le note relazioni per funzioni iperboliche:
x ~Z z -Z I -
Senh"L:L?_; COSh%:-—“—e-—; tghfz’z__?.._e—
2 2 z -z
e+ e
e le relative funzieni inverse:
settsenh @ = In{m + 1+ ez }
settcosh & = Fn{m + ez— 1 ]
I 1 + &
sSeccegrr & 2= > m(___1 e
§ 1 - Integrazione delle funzioni razionali.

E’' noto che: "la derivata di una funzione razionale & ancora una fun-
zione razionale®,

Infatti, indicato con D(R) 1’insieme delle funzioni raziocnali R(«) sul

campo complesso, risulta:

R(®) = FD,E:; = R'(@) = P'(E)‘D(‘:;(;)D’(Q)'P(R)

con P(#) e D(&) polinomi interi sul campo complesso B.

€ B(R) ,
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0i tale proprieta, non vale i1 viceversa, in quanto la primitiva di una
funzione razionale non &, in generale, una funzione razicnale.

Sussiste, per0o, il tearema di Liouville, che, applicatc al solo caso delle
funzieni razionali, pud essere cosl espresso:

"sia R(e) = %)L una funzione razionale e sia n il grado del polinomic

al denaminatore D{®). Se si conosconc le n radici, reali o complesse, dfi
O(®), 1’integrale

I R(e) de
& esprimibile mediante funzioni elementari e st ha:
I R(e) de = h (e) + zj ¢, In h (@) [1.1]
con ho(m) funzione razionale di =, hi(m) polinomi irriducibili df primo

grado sul campo complesso, ¢, costanti complesse”.

Verifichiamo tale teaorema con un esempio, rimandando, per una trattazione
piu completa con relativa dimostrazione, all'articolo Pessa-Rizzi “I’inte-
grazione indefinita delle funzioni trascendenti’- periodico di matematiche
n.2 del 1990 [2].

Esempio -
5 4 3
Jm;e—2e+23e~14 dc:Jm—1+ y 21 de =
2 -Be-8e+ 15 @€ -8 2 -~8 @&+ 15
e2—2m+J de
2 (¢ - 3)(& - 1)(e2+4¢+5)

Applicando alla funzicne 1integrale i1 metode di decomposizione in somma,
§i ha:

1 _ - A + B + ga’. + D
(- 3(e-1)(e"™+42+5) &-3 @&-1 e+ 4&+ 5
Ale - 1)(e2+ 4@ + 5) + B(e - 3)(422+ 4 + 5) + (Ce + D)(az— 4@ + 3) = 1

- s, -9 - -
per @« =3 : 52 A =1 ; A= 5
-4 . -1 - R I
per €=1: -20B8=1; B= 35
-0 - _fa - -1 . 8 .8 - . - 2
per @ = 0 : 5A -15B +30 = 1 ; 52+4+3D'1'D_26
Annullando i1 termine di 3° grado si ha:
1 1 2
+ = T vy = H = —
A B+ C 0 ; 55 20+C 0 [ 65
Pertanto risulta:
2 3
e - @'- 8 @+ 232 14, @’-2e 1 [ de 1 [ de T
4 2 de= Z " s2le -3 "20l® - 1 2 de=
-8 2 - 8«4+ 15 ® + 4@ +5
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2
S22 U el gpe-1)s L jﬂ,t__ e LJ_F_L ]

2 52 20 85 (2% 4@ + 5 130] 52, 42 + 5
2
. 2o 1 1 r T
= 5 * 53 1n|e-3| 25 Inje- 1[+ 5E In|e+ ae +5|+ 13oarctg|c+2| + ¢
1,1+ 1(e +2) | 1 Ly PR -

Da: arctg(e. +2)= —5IM—ma—3ay T 12) - Ef7n[1+ i(e + 2)] 217n[1 (e + 2)]
=—%—[7n———[ - ] [1+ ® +2]]- —%?[rn[i(c +2 -1 }-In[-i(e +2 +f)]]=
= In(e +2 -i} - -+ In(e +2 +17) + ¢

27 > 27 2
eda: @+ 4@ + 5 = (@ +2 +7)(« +2 —-7), si ha in definitiva:

S 4 a 2
J“ _— 3 e 232 ~14.5- & ‘22‘” +—12—In|4!—3|— ;—0 In|@-1|+ 25_5'”(“ +2 i)+

& - 8«&~-8a+ 15

1 7 . 7 N
+ 55 In(e +2 -1} + 7607 In(e +2 -1i) - 3607 Tr(e +2 +7) =

2

. ®-2e 1 - L " 1 _ _
= 7+ 527n|e>—3| 5 In|e-1]+ [65 260)1n(m +2 -1 +

1 -
+ [—+260]7n(e +2 +1) + k , gon k = et czeg.
Come si vede, i1 risultato & costituito dalla somma della funzione razio-

2

nale ho(ez): _‘3;_"2&’; e da una combinazione lineare di logaritmi derivati

dai quattro fattori in cui & stato scomposto i1 polinomio di 4° gradc al
denominatore.

Da guanto detto, s1 deduce che il problema della decisione per integrali
indefiniti di funzioni razionali & legato alla possibilita di determinare
o meno, per via algebrica, le radici del polinomio al denominatore; al df
14 di tali problemi, gli integrali di funzioni razionali sono sempre

esprimibill in termini di funzioni elementart.

§ 2 - Integrali di funzioni trascendenti. Generalizzazione del

teorema di Liouville a funzioni che contengono esponenziali

e logaritmi di funzioni razionali,

In forma pitl generale, i1 teorema di Liouville si estende a funzioni del

tipo F{m, em“, log S(e)], con R(@) e S(«) funzioni razionali.

“sia {(«) una funzione razionale contenente esponenziali e logaritmi di

R(x)

funzioni razionali, cioeé del tipo F[ez, e , 1g S(m)]; se esiste una fum

Zione g(=) tale che:
= {(=)

allora esistono delle funziont hq, h1,..., hn delle variabili &, e, lge,
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e delle costanti complesse Crr Gprener C s tali che:

g(e) = ho(e, e, lg @) +Zi c, 19 hi(m. e, 1g e) (2.1

Ovviamente, come per la [1.1], hD € una funzione razijonale di =, e", lge
e le ;‘ri sono funzioni delle stesse variabili.

In altri termini, dal teorema di Liouville segua che se la §£(®) & dotata
di primitiva elementare g(@), tale primitiva deve essere espressa dalla
[2.1].

Basandosi sui risultati di Liouville, Risch [1] ha sviluppato gli
algoritmi che permettona di decidere sulla esistenza o meno di primitive
elementari di funzioni del tipo

He) = F[e, e, 19 s(e)]

con R(e) e S(«) funzioni razionali di <.

Noi esporreme 7’algoritmo parallelo direttamente con alcuni esempi, riman-

dando, per una piit approfondita trattazione teorica, al gia citato artico-
lo Pessa—-Rizzi [2].
TEOREMA 2.1

X
' e
L'integra ?eI -

d® non é esprimibile mediante funzioni elementari.

Qim.- Se 1’'integrale si potesse esprimere mediante funzioni elementari,
allora deve esistere una funzione g(=®) tale che:

dg _ e

de @
Per i1 teorema di Liouville, g(«) dovrebbe essere del tipo:

gl@) = hle, ) +chne

cloe: [& de=nle, &)t cine , [2.2]

in cui compare un solo addendo logaritmico in guanto i1 denominatore pre-
senta 1'unico fattore irriducibile . La funzione h{e, €'}, di cui ipotiz-
ziamo 1'esistenza, deve essere, ovviamente, una combinazione lineare fini-
ta di & ed e". per cui la possiamo esprimere nel seguente modo:

x X X 2 Zx
—a+a + ta®ze+a e+ a + ... x
e, e’} ° £ 8,8 2® € 4 5€ (*)
da cui:
W(e, &) =atacd+acdtameti2ant ... (* %)

Derivando ambo i membri della {2.2], si1 ottiene:

N

e

=N x <
hh(ea,e)+413 ,
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ciog:

x

f-ehn(e &)+c.

Questa ultima & una semplice equazione differenziale che deve essere
verificata dall’espressione di i {e, ') della (* *):

&-c= aet+(a,+ta)e e+ aaazex+ 2 a‘¢z+ .
Tale identita non pud essere verificata perché 11 termine della sola e
compare al primo membro con coefficiente 1, ma non al secondo.
Pertanto, 1’ipotest della esistenza della funzione e, €) verificante 1a
[2.2], conduce ad una contraddizione; 171integrale I—-:—x de« non & esprimi-
bile mediante funzioni elementari.

TEOREMA 2.2

2
L’integrale j e de non & esprimibile mediante funzioni elementari.

Dim.- Se 1’integrale si potesse esprimere mediante funzioni elementari,
esisterebbe una funzione g{®) tale che:

2 2
g(e) = J & de = h[ce. e ] +c [2.3]
dove non figurano termini logaritmici (la funzione integranda non presenta
2
elementi irriducibili al denominatore). Sviluppando h[w., ex] si ha:
2 4 2
* ® x 2
h{m, e ]- a0+ a1¢ + aze + aam g + a‘e + ...
da cui:
xz xz xz 2 xz
h Lm, € ]: a1+ 2 azm e + 038 + 2 aae e + 2 a4m + ...
perivando ambo i membri della [2.3], si ottiene:

2 2
e = h’[c, e"]

2 4 2 2

X

Y x X 2 x
H = dad + L + + a + + .,
cioe -] 1 2 az e 03e 2 ac e 2 a‘a
2
) : s L .
in cui basta osservare che per 1 coefficienti di e risulta a,= 1, mentr

2
per i coefficienti di e'.zex risulta a = 0, per dedurre 1a non esistenz

2
del1’ ipotetica h[e., ex] verificante la [2.3].

§ 3 - Integrali di funzioni irrazionali.

Richiamiamo alcuni noti integrali di funzioni irrazionali:
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J—de = arcsen £(®) + ¢ = — arccos £(&) + ¢ [3.1]
/1 - [E@]?

J—-——L——d («) = settsenh f(&) + ¢ = TH[C(G'J tyY 1+ [5(“")]2] (3.2]
Y1+ [E@)?

J_J@-_ = settcosh {(e) + ¢
Y [e@)]® - 1

L'integrale di una funzione irrazionale riconducibile ad uno dei casi

In[£(rz) +/ [E@]% - 1 ] [3.3]

(3.11, [3.2], [3.3], & esprimibile mediante funzioni elementari.

In generale, i1 problema dell'integrazione di funzioni irrazionali si con-
duce alla ricerca di opportune sostituzioni che permettono di razionaliz—
zare la funzione integranda. In tal caso il teorema di Liouville assicura
V’esistenza di primitive elementari,

Gvviamente, solo in alcuni casi esistonoc sostituzioni che permettono di
razionalizzare la funzione integranda. E' interessante richiamare, a tal
proposito, i1 seguente tecrema di Tchebichev che permette di decidere per
la particolare classe dei “differenziali binomi™:

“L’integrale del differenziale binomio:

Im"(a &+ b)° de
conp, r, s numeri razionali, é esprimibile mediante funzioni elementari
se, e solo se, & intero uno dei tre numeri:

s; &+1. o, pt1
r

r »

Una immediata consequenza di tale proprieta ¢ la seguente:

TEOREMA 3.1

Gli integrali del tipo J{ axe" de , conac R, n € N, non sono

esprimibili mediante funzioni elementari sen > 2 .

pin~- Yare"ze(axta")’? ) ciod: p=0; rz=n;: s=—.

Pertanto: s¢Z; %1:+¢Z,Vn¢1;
pr1. 1,
s + - _2+n<1 , ¥no 2.

Per un'analisi pil profonda di altre conseguenze del teorema di Tchebichev
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e dei problemi relativi alla integrabilita di funzioni drrazionali vedi:
Casclaro—Pessa-Rizz1 “Algoritmi di decisioni per integrali indefiniti. -
Atti del Convegno Nazionale Mathesis 1951 "MATEMATICA MODERMA E INSEGNA-
MENTO. [3]. Nel prossimo paragrafo trarremo conseguenze relative alla de-
cisione per funzioni goniometriche.

§ 4 - Integrall di_ funzioni_ trascendenti contenenti espressioni
trigonometriche.

4.1 - Utili1zzando le formule di Eulero e 1’algoritmo di Risch si puo deci-
dere sull’integrabilita di alcune funzioni del tipo: R{e, sene}, R(e,cose).

TEOREMA 4.1

L’fntegraiej s;rm de non é esprimibile mediante funzioni elementari.

bim. - Risulta:

ix —-ix ix -ix
senz _[e - @ -1 [.e .1 fe _
- de s [Lontde s o [ de |5 ce s
1 rer . 1 et
= 5 5 ae) - L [ d- ) [4.1]

in cui, dal teorema 2.1, gii integrali all’ultimo membro non sono esprimi-
bili per via elementare.

TEOREMA 4.2

y s 2 A , N :
L integréale Icasee de non @ esprimibile mediante funzioni elementari.

Dim. - Risulta:

2 4

ix -ix 2 2
2, [ €7+ e A [ A0 %)
Icosm de _J 3 ge = —27-?‘[9 d¢y: =) + > _[e d{®) [4.2]
. .2 3z
in cui, ricordando che: i « -1, e '*= g’ , risulta:

- 2 . - 2
_{ cos «° dx = 2712 Je(ﬁ *) dty © «) + 27—1*' Je(”/_‘ x) d(iyi @),
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per i1 teorema 2.2, gli integrali all’ultimo membro non sono esprimibili
per via elementare.

4.2 - Utilizzando i1 teorema di Tchebichev si pud decidere sugli integrali

del tipo: I sen’e cosﬁm de (*)
con «, B numert razionali.

Posto: seme = Y € ; cose = /T - T ; @ = arcseny t ; de = —l—o

2ﬂvf1-t
risulta:
I sen’= cosﬁm de = I (/E)“(ﬁ - t)'e S R dt =

e y1-t
1 (x-1)/2 (B-1)s2
== It (1-t) dt [4.3]

che rappresenta 1%integrale del differenziale binomio I tP(b + at”)® dt ,

conp:“;1, r=1, s= %

Dal teorema di Tchebichev, sappiamo che tale integrale ¢ esprimibile me-

diante funzioni elementari se, e solo se, uno dei numeri:

s; Bl o, Rt
e intero.
Nella [4.3] risulta:
s= 821, pri. edd . g, ptl, atf

per cui vale i1 seguente:

Lemma 4.2.1 - “Gii integrali del tfpof senau cosﬁ@ de sono esprimibili
medfante funzioni elementari se, e solo se, & intero uno dei numeri:
at+ 1 -1 o+ B
2 ’ 2 ' 2 "

E' evidente che se @ e B sonc entrambi interi o se uno dei due & intero
dispari e 1’altro razionale non intero, 1'integrale & esprimibile mediante
funzioni elementari. Infatti:

o dispari = %‘ € Z:
B dispari === ﬁ;—1 e Z;
ae B pari == %E € Z;

Dal Lemma 4.2.1 si deduce facilmente che g1i integrali
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j./mam, j/mm,j/mtm.

non sono esprimibili mediante funzioni elementari. Per essi risulta:

f /[ senz de = _[(cossz)"(senm)”2 de .

E_%_l = _%_ £Z: E_%_l = - _%_ ¢Z: a+f_ 1 ¢Z:

2 4
[ / cose de = J}sem}"(cas:fart)”2 de .
et 1.1 gz, B-1_._1 .4 . E_%_E _%_ €7 ;

2 2

=
5 #T.

I / seme cose de = j(senm)"z(cosa}i’z de .
o+ B

In generale, vale i1:

TEOREMA 4.3

"gli integrali del tfpoJ. "/ senz cose de conne N edn 1, hon scno
esprimibili mediante funzioni elementari.”

Dim. - Risulta:
1
— + 1
a+1 _ n S N .
2z T T2 T wmtz ¢7 . Vn#sy
B T
B-1 _ _n . -1 ;
3 = 5 : 5 3 2 Z , Vn#zx1;
1 1
_— —
« + f - n n - _l_
3 = 3 Sl ¢ ZT , ¥Yong#zl,
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