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SULLE COALIZIONI IN TEORIA
DEI GIOCHI

Stefano Innamorati

Riassunto. In questo lavoro si presentano alcune correlazioni tra le Geometric Finite e le
applicazioni economiche della Teoria dei Giochi,

0. INTRODUZIONE.

Ogni distribuzione di risorse tra i membri di una organizzazione sociale
provoca la formazione di coalizioni nel tentativo di risolvere i conflitti dettati
da ragioni di interessi particolari o collettivi, nasce cosi un “gioco” tra gli
individui nell’esprimere la propria decisione mirando, in una ampia visione
cooperativa, all’obiettivo comune di migliorare {a condizione globale di un
determinato gruppo per trarne un vantaggio effettivo. Lo studio delle soluzioni
di un gioco & di importanza fondamentale per le applicazioni all’ anaiisi dei
conflitti di interessi nel campo economico, militare e sociale. Una soluzione di
un gioco puo essere interpretata, da un punto di vista economico, come la
descrizione dei possibili pagamenti che possono sorgere a seconda delle
stratcgie ¢ delle condizioni del mercato, oppure da un punto di vista socio-
pelitico come ’espressione mediante votazione della volonta di una assemblea,
in questo contesto, la soluzione equitabile rappresenta 1’eguaglianza del vota.
L approccio combinatorico tramite 'impiego di opportune tecniche e di
originali metodi di verifica ha assunto particolare rilevanza nell’indagine delle
manifestazioni dei fenomeni collettivi. Scopo del presente lavoro & illustrare le
mutue correlazioni tra le strutture geometrico-combinatorie e le coalizioni che
esse stabiliscono, in particolare si esaminano giochi che derivano dalle geometrie
a blocchi e dalla teoria delle matroidi, verificandone la risolubilit.

1. GIOCHI SEMISEMPLICI.

Sia P=1{1,....n} un n-insieme di elementi detti punti (0 giocatori). Indi-
chiamo con 2* I"insieme delle parti di P; talc insieme & detto [ insieme delle
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eoalizioni (cf.[1],[13], [15], [22]). Sia % < 2°. La coppia (P, #) si dice Gioco
Semisemplice [14],[20], se valgono i seguenti assiomi dovuti a Shapley (1962)
[16]:

Al -7 @, e 2F
A2.-YWe % VAe 2 | WcA= Ac %
A3 -VWe = Wee ¥

Gli elementi di #si dicono coalizioni vincenti. L'intersezione di tutte le
coalizioni vincenti, eventualmente vuota, si dice vertice del gioco e si indica
conV,

Gli elementi di %7 s1 dicono coalizioni non vincenti. La coppia (P, #°) &
detta il complementare di un gioco semisemplice. L’ insieme #delle coalizioni
B tali che

B, B e »* (1.1}

& detto insieme delle coalizioni bloccanti.
L’insieme ¥ delle coalizioni L tali che

Lew:, Le % (1.2)
viene chiamato insieme delle coalizioni perdenti. Risulta dunque:
= oz vy,
(1.3)

B NNFB=" "= BNF =0

Un gioco si dice semplice, nel senso di Von Neumann e Morgenstern, se &
privo di coalizioni bloccanti. Ovvero se:

Lew® & Lie ¥ (1.4)
Ovviamente si ha:
Be ¥ VWe#% BNnWwW=z0, BBnW=0@. (1.5)

In letieratura instemi che verificano la (1.5) si dicono blocking sets rispetto
alla famiglia %" (cf. [81, [9], [10], [1 1], [12]).

La famiglia delle coalizioni bloccanti pud essere individuata mediante una
sottofamiglia di %; la sottofamiglia delle coalizioni vincenti minimali. Una
coalizione vincente W si dice minimale se non contiene propriamente alcuna
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coalizione vincente. Analogamente una coalizione perdente L si dice massima-
le se non & contenuta propriamente in alcuna coalizione perdente. Denotiamo
con u I'insieme delle coalizioni vincenti minimali e con 1 I'insieme delle
coalizioni perdenti massimali.

Si prova facilmente il seguente:

LEMMA 1.1.- Un insieme B € 27 é un blocking set rispetto a % se e solo se
lo é rispetto a L. In altre parole:

Be® ©VWep BnW=z@ e B nW=0 (1.6)

Il lemma 1.1 & un teorema di riduzione, esso permette di individuare le
coalizioni bloccanti esaminando il comportamento di una coalizione sole
rispetto alle minimali.

E’ di notevole interesse poter stabilire se una famiglia di sottoinsiemi &
I'insieme delle coalizioni perdenti o bloccanti di un qualche gioco, in altri
termini se un gioco pud essere definito mediante alcune proprietd delle
coalizioni perdenti o bloccanti. Al riguardo si prova che:

LEMMA 1.2 .- Sia P un insieme finito ed ¥ < 27, Se valgono le

£ D, 2 (1.7
Y Le ¥, Ae?2’: AcL=Ae ¥ (1.8)
VLle!” Leg & {1.9)

allora ¥ ¢ Uinsieme delle coalizioni perdenti di un gioce semisemplice.
Viceversa se ¥ ¢ I insieme delle coalizioni perdenti di un gioco semisemplice
allora ¥ gode delle proprietd suindicate.

Dimostrazione.- Se ¥2" verifica le (1.7), (1.8) ed (1.9) allora 1 complemen-
tari degli elementi di . verificando gli assiomi Al, A2 ed A3 sono coalizioni
vincenti di un gioco semisemplice. Viceversa sia ¥’ 1"insieme delle coalizioni
perdenti di un gioco semisemplice allora la (1.7) ¢ la (1.9) seguono per
passaggio al complementare dalle Al ¢ A3 rispettivamente. Dimostriamo la
(1.8). Sia Le 5, Ac 2% tale che AcL e supponiamo per assurdo che A¢ #allora
Ae#oppure Ae #in virth della (1.3). Se Ae % segue per la A2 Le % contro
Pipotesi. Se Ae . %si hache WA=0 per ogni We # he segue che WL#0 per
ogni We % Alloradue sono le possibilita: o esisteun W' e #tale che W’CL che
implica Le % oppure WL per ogni We #che implica Le 2. [nentrambe
st contraddice I’ipotesi.

Nell’ambito delle coalizioni vincenti si possono distinguere quelle che

contengono propriamente almeno una coalizione bloccante, che chiameremo
fortemente vincenti,e quelle che nonne contengono alcuna, dette semplicemente
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vincenti. In modo analogo le coalizioni perdenti contenute in almenc una
coalizione bloccante si diranno coalizioni fortemente perdenti, le altre sem-
plicemente perdenti.

Si dimostra il scguente

LEMMA 1.3 .- Sia P un insieme finito ed % < 27 . Se valgono le

B 0, F £ (L1O)
VB,Be #, Ae2': BCAcB = Ac #; (L.11)
YBe %,Be ¥, (1.12)

allora esistono coalizion! fortemente vincenti di un gioco semisemplice per il
guale # & un insieme di coalizioni bloccanti di un gioco semisemplice. Inoltre
I"insieme delle coalizioni bloccanti di un gioco semisemplice verifica le (1.10)
(L1 e (1.12).

Dimostrazione. Se % < 2% verifica le (1.10), (1.11) e {1,12) allora denotiamo
con # gli elementi W di 2F tali che

YBe. %, WgB
AdB'ce. % : B cW.

L’insieme # verifica gli assiomi Al, A2 ed A3. Infatti 1a Al segue dal fatto
che Pe¥# ela{1.10) implica che #% 2F. La A2 & ovvia. Dimostriamo la A3. Sia
W € %"e supponiamo per assurdo che W¢ € #.Esiste allora B’ € % 1ale che
B* < W<, che implica W < B’ ma in virth della (1.12) B* € % e dunque si
contraddice I'ipotesi. Gli elementi di % sono allora coalizioni fortemente
vincenti di un gioco semisemplice. La seconda parte del lemma & ovvia.

Si possono caratterizzare le coalizioni semplicemente perdenti o semplice-
mente vincenti

LEMMA 14.- Le coalizioni semplicemente vincenti o perdenti sono tutti e soli
i blocking sets vispetto alle coalizioni bloccanti.

Dimostrazione. Sia .7 la famiglia delle coalizioni bloccanti di un gioco
semisemplice. Denotato con # 71 insiere delle coalizioni vincenti, indichiamo
con #* < #le coalizioni semplicemente vincenti, ovvero

VBe 5 We ¥ BagW.

Essendo B € % si ha

VBe #We % WaB,
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onde
VYBe 3 We % B ¢ W=

Ne segue

VBe.® B AWED, BNnWez(h

Le coalizioni semplicemente vincenti sono blocking sets rispetio agli elementi
di. % lnmadnanalosg sinracede nerlecoalizioni semnlicamente nesdeatd, Sig,
ora X un blocking sets rispetto alle coalizioni bloccanti ciog

vV Be.#, XNnBzO, X" B=#0.

Si ha ovviamente X ¢ .#. Se X € % allora X non potendo contenere
coalizioni bloccanti & unacoalizione semplicemente vincente. In modo analogo
si ha che se X € ¥ allora X & una coalizione semplicemente perdente.

Ci poniamo il seguente problema: esistono strategie per bloccare la vincita
a due gruppi disgiunti?

LEMMA 1.5 .- Sig P un insieme finito. Ogni sottoinsieme proprio ‘€ di 2°
chiuso rispette all’operazione di complementazione ¢ un sottoinsieme di
coalizioni bloccanti di un gioco semisemplice se e solo se @, P ¢ ‘&

Dimostrazione, Sia ‘¢ 2", &= O e ¥ 2" tale che:

VHe®w = He®&
O, Pe &

Denotiamo con % gli elementi W di 2" tali che:

YVHe# WgH
dKe¥ : KcW.

L’insieme % Verifica gli assiomi Al, A2 ed A3, Dimostriamo la Al. Pg implica
Pe# allora %#(. Essendo %#@ si ha #%2%, La A2 & ovvia. Dimostriamo la
A3. Sia W € #"c suppeniamo per assurdo che W¢e #,Esiste alloraK € # tale
che K © W¢, che implica W < K¢, Essendo K° € #si contraddice I'ipotesi.
L’insieme %'& dunque un insieme di coalizioni fortemente vincenti di un gioco
semisemplice. Viceversa se @, P appartenessero a ¢il gioce risulterebbe privo
di coalizioni vincenti onde 1’asserto.
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La seconda parte del presente paragrafo & dedicata all’analisi di alcuni
esempi concreti alla luce della risolubilita del gioco.

Una soluzione § semplice principale normalizzata di un gioco (P, %) & una
n-pla ordinata di numeri reali non negativi tali che:

Zx,=l VWenpn

iew 1

§= 0, %)
2x>1 VHe w L% -
ieH

Una soluzione si dice equitabile se X=X, con i#j, ([171, [20]).
E’ noto, cf. [3], [11], [14], che:

RISULTATO 1.6 - Un gioco semisemplice ha soluzioni semplici principali

solo se:

(1) non esistono coalizioni fortemente vincenti minimati;

(2) devono esserci almeno due coalizioni vincenti che si intersecano in
esattamente un punto;

(3) il vertice del gioco deve avere al pit un punto.

ESEMPIO 1.7 .- Sia § un n-insieme finito e V un sottoinsieme proprio e non
vuoto di 8. Indichiamo con #1l sottoinsieme dell’insieme delle parti di S i cui
clementi sono tutti e soli i sottoinsiemi di S che contengone V. L’insieme %~
verifica banalmente gli assiomi Al, A2, ed A3 e la coppia (S, #) & un gioco
semisemplice. [l vertice del gioco & ovviamente V. La coppia (8, %) & un gicco
semplice se e solo se | V|=1. Infatti suppeniamo che la coppia (S, #) non sia
un gicco semplice allora . # @. Esiste dunque almeno un sottoinsieme B di S
tale che B m V@ e B V2. Ne segue che V ha almeno due elementi distinti.
Viceversa supponiamo che V abbia almeno due elementi distinti € fissiamo un
ve V I'insieme {v} & banalmente una coalizione bloccante e pertanto la coppia
(S, %) non & un gioco semplice. 1l gioco ammette soluzioni se e solo se & un
gioco semplice. Infatti in base alla (3) del risultato 1.6 ammette soluzione sclo
se | Vv | =1. Viceversa se & un gioco semplice i ha p=V={v} elan-pla(l, 1, ...,
1) & una soluzione del gioco.

ESEMPIO 1.8 .- Sia X un insieme finito. Sia P=2" I'insieme dei giocatori.
Poiché 'insieme %

Y={Ae 2P : VH,Ke A HnKz0]},

soddisfa alle (1.7}, (1.8) ed (1.9) definiamo % come I'insieme delle coalizioni
perdenti di un gioco semisemplice. Le coalizioni bloccanti sono le famiglie B
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di parti di X tali che:
dH.HeB,K.K’e B : HNH' =0, KK =0,

Poiché se A € # allora @ ¢ A risulta che @ & I’elemento di ogni coalizione
vincente. Inoltre se E & un elemento del vertice del gioco si ha

VAe ¥E¢ A = (Ele ¥ = IH Ke (EJHNK=00 = ENE=E=0
Pertanto il gioco ha per vertice {3} ed & un caso particolare dell’esempio 1.7.

ESEMPIO 1.9 .- Sia X un n-insieme finito. Sia P=2" I"insieme dei giocatori.
Poiché ’insieme # delle famiglie concatenate di parti di X:

#={Ae 2" : VH,Ke A HcK}

soddisfa alie (1.7), (1.8) ed (1.9) definiamo ¥’ come ’insieme delle coalizioni
perdenti di un gioco semisemplice. Le coalizioni bloccanti sono le famiglie B
di parti di X tali che:

dH,H eB,K,K'e B': H#HNnH  K#K K"

Tale gioco non ha soluzioni. Infatti sia Ce P con @#C#X. Ovviamente {C, e}
& una coalizione bloccante. Sianoc,e C,c ,€ C¢. Lafamiglia di parti concatenate
di X costruita nel seguente modo:

B (e lcic,clc {epene b cle,e,c, e =X

0* n-1

dove ¢ #c per i#]; € un elemento massimale di % La famiglia complementare
¢ una coalizione vincente minimale che contiene la coalizione bloccante {C,
C*}. Pertanto in virtll della (1) del risultato 1.6 il gioco non ha soluzioni.

ESEMPIO 1.10 .- Sia P=2* I'insieme dei giocatori come nell’esempio 1.9. La
cardinalita della differenza simmetrica definisce una distanza in P:

YABeP d(AB)=|AuB|-|AnB].

Il diametro di un sottoinsieme di P & il massimo delle distanze fra i suoi

eleinerllti. Poiché1'insieme #'delle famiglie di parti di X aventi diametro minore
di [X1/2:

#={Se2 . diam (S) <|X|/2},
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soddisfa alle (1.7), (1.8) ed (1.9) definiamo ¥ come |’insieme delle coalizioni
perdenti di un gioco semisemplice. Le famiglie di parti con diametro ' X ‘ /2 sono
le coalizieni bloccanti. Il gioco ammette soluzioni solo se Ix] e dispari.

2. GIOCHI DI BLOCCHIL.

Sia P un insieme finito e } una famiglia di parti di P, la coppia (P, B) si dice
spazio di blocchi. Gli elementi di S e di [ si dicono rispettivamente punti e
blocchi, 2], [7], 4], [18].

In virth delle A2 e A3 le coalizioni vincenti formano quella che si chiama
una famiglia di intersezione cioé una famiglia di parti a due a due intersecantisi;

VW Wew = WNnW =0. (2.1

Sia (P, B) uno spazio di blocchi. Se la famiglia B verifica la (2.1) si pud
definire un gioco semisemplice (P, B+), dove 3+ & la famiglia dei soprainsiemi
di (§ (gli elementi di 2" che contengorio almeno un elemento di B), che si dice
gioco di blocchi.

Uno spazio proiettive PG(r, q) di dimensione r ed ordine q rispetio
all'insieme [ dei sottospazi di dimensione h dove r/2<h<r & uno spazio di
blocchi (P, B) verificante la (2. 1). La coppia (P, f+) & un gioco di blocchi. Esiste
un’ampia bibliografia in [2] sullo studio delle coalizioni bloccanti. Sulla
risolubilith relativamente al caso h=r-1 si pud provare generalizzande un
risultato contenuto in [3], che

LEMMA 2.1. - [l gioce di blocchi generato dalla famiglia degli iperpiani di
uno spazio profettivo finito ammette un’ unica soluzione e precisamente la
soluzione equirabile.

Dimostrazione. Sia (P, %7} il gioco di blocchi costituito dai punti di uno spazio
proiettive PG (r, q) di dimensione r ed ordine q ¢ dai sovrainsiemi degli
iperpiani. Esso ammette I'unica soluzione equitabile in virti del teorema 6.1 di
[3]. Inoltre le componenti di una soluzione devono soddisfare il sistema di 8
equazioni in @ incognite

in: I We
eW

la cui matrice dei coefficienti & la matrice di incidenza dello spazio che ha
determinante diverso da zero, cf. [4].
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ESEMPIO 2.2 .- Denotiamo con P I'insieme dei punti di uno spazio affine
AG(r, q) di dimensione r ed ordine q. Poiché in esso nessuna famiglia di
sottospazi gode della proprietd (2.1) consideriamo una famiglia di intersezione.
Ad esempio possiamo prendere in esame la famiglia B delle unioni di due
sottospazi non paralleli di dimensione h e k dove h+k=r. Supponiamo h<k.La
coppia (P, B+) & un gioco di blocchi. Tra le coalizioni bloccanti vi sono gli h-
blocking sets, i k-blocking sets (cf. [5], [6], [191) e le unioni di un h-blocking
set con un sottospazio di dimensione k. Poiché un elemento di B privo di un
punto & una coalizione bloccante, ogni coalizione in B & fortemente vincente.
Pertanto il gioco non & risclubile in base al risultato 1.6,

ESEMPIO 2.3 .- Sia (P, ) uno spazio di blocchi, xe P, denotiamo con (x)
I'insieme dei blocchi passanti per x. Si definisce una distanza & tra i punti;

VxyeP §(xy) = |xum-cnml.

Indichiame con diam (A) il diametro di un sottoinsieme A di punti ovvero il
massimo delle distanze dei suci elementi. Sia diam (P=p. L’insieme »*di parti
di P aventi diametro minore di un numero intero d<p/2 soddisfa alle (1.7), (1.%)
ed (1.9). Sipud assumere.#come I'insieme delle coalizioni perdenti di un gioco
semisemplice. Il gioco cosi definito & risolubile solo se p & dispari.

ESEMPIO 2.4 .- Sia (P, B} uno spazio di blocchi, SCP si dice di classe (m, ...
mlseVBe § |[BmS | € {m]..,mh}. Denotiamo con b la cardinalith massima
di un blocco. Sia k un intero tale che l<k<b/2, gli insiemi di classe [1, ..., k] in
virth del lemma 1.2 definiscono un gioco semisemplice. Le coalizioni vincenti
sono gli insiemi tali che ogni blocco interseca in almeno b-k punti. Le coalizioni
bloccanti sono quelle tali che esiste almeno un blocco che interseca in s punti
con s=[b/2] ed esiste almeno un blocco che intersecain t punti con 2] b/2]. Ogni
coalizione vincente & fortemente vincente. Infatti sia W una coalizione vincen-
te. Sipud definire il minimo numero m di punti di intersezione tra W ed i blocchi
di (P, B). Siham=[b/2]. SiaB € B unblocco tale che | BW | =m. Indichiamo
CONp, P, p_i punti di BAW. Linsieme W-{ P, .- p, } dove u=m-[b/2] & una
coalizione bloccante del gioco (P, B+) poiché il blocco B interseca Ww-{p, ...
p,} in esattamente [b/2] punti. In virtd del risutato 1.6 il gioco non & risolubile.

3. GIOCHI SEMIMATROIDALL.

Sia P un insieme finito ed . ¥ una famiglia di parti di P. La coppia (P, . #) si
dice matroide se valgono i seguenti assiomi dovuti a Whitney (cf. [21]):

.- 520
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12. - V1e #V¥]e2® : Jcl=Je 2
3.-VIJe.£Xe2® : LJcX massimaliinX = |1] =]1].

Gli elementi di . #si dicono indipendenti della matroide. Gli elementi di 2F - . %
si dicone dipendenti.

In [2] si definisce gioco matroidale un gioco semisemplice il cui gioco
complementare & una matroide. Se i complementari degli indipendenti non
sono indipendenti una matroide definisce un gioco semisemplice, che chiame-
remo gioco semimatroidale, assumendo gli elementi di .# come coalizioni
perdenti. Ovviamente si ha:

LEMMA 3.1 .- Un gioco semimatroidale é matroidale se e solo se é privo di
hlocking sets.

ESEMPIO 3.2 .- Sia V uno spazic vettoriale su un campo K. Sia ¥1’insieme
delle parti di V costituite da vettori linearmente indipendenti. La coppia (V, 7J
& una matroide. Indicato con % 1'insieme delle parti di V costituite da vettori
dipendenti complementari di vettori indipendenti, la coppia (V, #} & un gioco
semimatroidale. Le coalizioni bloccanti sono i sottoinsiemi di V tali che essied
i propri complementari sono formati da vettori dipendenti. Ogni sottospazio &
una coalizione bloccante. E’ un esempio di gioco mai semplice essendo il vet-

tore nullo una coalizione bloccante. Sia W una coalizione perdente. Sia Wil

sottospazio generato da W. Si ha W° c We Ne segue che ogni coalizione
vincente & fortemente vincente. Pertanto per la (1) del risultato 1.6 il gioco non
ha soluzioni.

ESEMPIO 3.3 .- Sia V un insieme di n vertici. Supponiamo inoltre che n=5.
Sia ‘¢ I'insieme dei grafi su V. Sia .« ¢ I'insieme dei grafi privi di cicli su
V. Denotato con E I'insieme di tutti 1 lati su V nisulta che ‘ ET:n(nfl),’Z. Es-
sendo n=5 i complementari degli elementi di =”non appartengono ad .« Infatti
un grafo su n vertici senza cicli ha al piti n-1 lati. Pertanto il complementare ha
almeno n (n-1)/2 - (n-1) = (n-1){n-2)/2 lati. Tale numero & maggiore di n-1 per
n=5. Ne segue che indicato con #1'insieme dei grafi che contengono almeno
un ¢iclo la coppia (E, #) & un gioco semimatroidale. Le coalizioni bloccanti
sono i grafi con ¢icli i cui complementari hanno cich. Un grafo G privo di cicli
su V avendo al pit n-11ati ha un grafo G* con n lati che lo contiene. Poiché G’
& una coalizione bloccante e G’ < (¢, si ha che ogni coalizione vincente del
gioco & fortemente vincente. [1 gioco pertanto non ha scluzioni in virti della (1)
del risultato 1.6.
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