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Consideriamo i numeri individuati dalla relazione di
ricorrenza

an+3 = an+2 + an+l + an (nEN, n_>_l)
con le condizioni iniziali a;=0, a,=1l, a =1, che pos-
siamo chiamare numeri di Fibonacci i i o del
terzo ordine, introduciamo i numeri di Fibonacci del
terzo ordine di jindice negativo e diamo una espressione
che permette di calcolare a, in funzione dell'indice n.
Di seguito, otteniamo l'equazione differenziale linea-
re del primo ordine che ha per soluzione una fun-
zione sviluppabile in serie di potenze con coefficienti
proprio i numeri di Fibonacci del terzo ordine.
1- INTRODUZIONE

L'uso della matematica & ormai sempre pild diffuso
nei campi pil diversi: dalla Biologia alla Statistica
alla Ricerca Operativa, all'Economia.

In generale perd molti problemi applicativi condu-
cono a situazioni di tipo discreto, in particolare a
relazioni di ricorrenza e gquindi ad equazioni alle dif-

ferenze finite.

E' noto che, per diversi motivi, in matematica sono



pil agevoli da trattare problemi di tipo continuc e
quindi & opportuno riuscire a trovare collegamenti
stretti tra i due campi. Questo lavoro tratta appunto
uno di questi temi.
Gli elementi della successione

ap = ap_3 + a5 (n23) (1)
con le condizioni iniziali as=1l, a,=1, sono i numeri
di Fibonacci individuati da una relazione di ricorrenza
del secondo ordine ed & noto (vedi [1]) che la serie di
potenze gn a,x" converge, per |x|<(y5-1)/2 alla fun-
zZione x/(l—x-xz).
In [4] viene illustrato un procedimento che permette di
ottenere, a partire dalla relazione (1), 1'equazione
differenziale lineare del 1° ordine

dy 1-x2
- — +ty— =0
dx x(1-x-x2)

che ha per soluzione una funzione che, se si impone
la c¢ondizione y(0)= 0, & sviluppabile in serie di
potenze 1in un opportuno intorno dell'origine con
coefficienti proprio i numeri di Fibonacci (1).

In qgquesto lavoro vengono presi in considerazione i

numeri individuati dalla relazione
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ans3 = 8p4z * Ap4y toap (n21) (2)
con le condizioni iniziali

ay=0, a,=1, az=1 (3)
che, per analogia con i precedenti, verranno chiamati
numerj di Fibonacci de] terzo ordine. Dopo aver dimo-
strato alcune proprietd aritmetiche dei numeri (2) ven-
gono introdotti i numeri di Fibonacci del terzo ordine
con indice pegativo dimostrando, anche per questi nume-
ri, alcune proprieta aritmetiche; viene ripresa per ay
l'espressione in funzione di n: ap= cltln + £, ottenuta
in [2] e viene fornito un programma per il calcolo di

un valore approssimato di £ sia per eccesso che per

difetto. Inoltre si dimostra che la serie di potenze

20

. a.x?
n 9n

1

i cui coefficienti a, sono i numeri (2) converge

in un intervallo con centro l'origine degli assi, alla

funzione

%2

S(x) = ————— (4)
1-x-x2-x3

Di seguito, utilizzando un procedimento indicato in

[4], si ottiene l'equazione differenziale lineare del
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1° ordine

dy 2-x-%
___+Y = 0

ax L ox- x2- x3- x4

che ha per soluzione una funzione, che, se si impone 1la
condizione y{0) = 0, & sviluppabile in serie di po-
tenze in un opportuno intornc dell'origine con coeffi-

cienti proprio i numéri che verificano la (2).

- NUMERi DI FIBONACCI DEL TERZO ORDINE.
2.1- PROPRIETA' ARITMETICHE.
2.1.1 somma dei primi n numeri: Se S, indica la somma
dei pri@i n numeri allora

Sp = %lap,3 = apyy -1 (5)
"Dim: Infatti, scritta la (2) con i valori dell'indice
1, 2,...,n, e sommando membro a membro, si ottiene

28p = apy3 - apyy - ag +oag
da cui, tenendo presenti le condizioni iniziali (3), si
ottiene la (5).
NOTA BENE: & possibile esprimere 5, in funzione di a, e

precedenti, anziché dei numeri seguenti a e si otgig
ne s, = !.5(3an + Zan-l + ap_o -1).

nl
2.1.2 Somma dei primi n numerj di indice dispari: Se

Sq" indica la somma dei primi n numeri di indice di-
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spari, allora

Sq" = %(azns2 ~ 3pns+1 ~1)- (6)

Dim: Infatti, scritta la (2).nella forma

8n+2 T 8n T 843 T 8n+lv
ponendo successivamente l'indice uguale ad 1,3,i..,2n-1

e sommamdo membro a membro, Si ha 2sdn = Agnio — Agnel-

- 1 da cui, ricordando le (3}, segue la (6).

Corollario 1: due elementi consecutivi della (2), il
primo dei quali di indice dispari, hanno paritad diver-
sa.

Corollario 2: due elementi consecutivi della (2), il
primo dei quali di indice pari, hanno la stessa
parita.

Corollario 3: la successione dei ' numeri di Fibo-
nacci (2) alterna, a coppie, numeri- pari e dispari e
quindi numeri che si trovano a distanza di due posi-
zioni sono di parita diversa.

NOTA BENE: & possibile esprimere Sdn in funzione di
asn- © precedenti, invece dei termini seguenti
a2n_1 e si ottiene Sdn= azn_l + li(a2n__2 + a2n_3 -1} .

2.1.3 Somma dei primi n numeri di indice pari: Se Spn

indica 1la somma dei primi n numeri di indice pari,
allora

.no_ ' - '
Sp = *(agnes - aznea) (7)
Dim: Infatti,  sottraendo dalla (5) scritta per i primi

2n numeri la {(6), si ottiene la (7).
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NOTA BENE: & possibile esprimere sS." in funzione di as
e precedenti anziché& dei termini® seguenti ar, e sl
ottiene Spn = agp + %lagy ) + as o).

2.2- NUMERI DI FIBONACCI CON INDICE NEGATIVO

Ponendo nella (2) -n al posto di n, si ottiene
8-n T 3-n+3 T @ons2 T 8opyd (8)
che & la relazione che caratterizza i numeri di Fibo-

nacci del terzo ordine di indice negativo.

Ponendo nella (8) successivamente n = 0,1,2,..., si

ap = a3 - ap; —a; =0

a3y = ap - a; - ag= 1

a_p = a; - ag -~ a_;= -1
Considerando come primo elementc della successione a_j,
i primi venti numeri sono
1, -1, o0, 2, -3, 1, 4, -8, 5, 7, -20, 18, 9, -47, 56,
0, -103, 159, =56, -206.

Anche per i numeri di guesta successione si possono
stabilire alcune proprietad aritmetiche.
2.2.1 Somma dei primi n pumeri: Se S_n indica la somma
dei primi n numeri, allora

S-n =la_p - a_pip + 1) (9)
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Dim:Infatti, sostituendo successivamente ad n nella (8)
i numeri 1,2,...n, e sommando membro a membro, si ot-
tiene

ZS_n = ap - ag —a_p,o + a_y,
da cui, tenendo presenti le condizioni iniziali (3), 1a
(9).
2.2.2 Somma dei primi n numeri di indice dispari: Se
S§'4" indica la somma dei primi n numeri di indice
dispari, allora

8'q" = 31 - a5y - ayp.q) (10)
Dim: Infatti, scritta la (8) nella forma

-n * A-ns2 T 3043 T Aipy]
sostituendo successivamente ad n i numeri 1, 3,...,2n+
+1, sommando membro a membro, si ha

n _ - _ -

28'q" = az - a_jp - a; - Ay
e tenendo presenti le condizioni iniziali (3) si ottie-
ne la {10).

Corollario: due numeri consecutivi, di cui quello con
indice maggiore pari, sono di diversa parita.

Corollario: due numeri consecutivi, di cui quelloc con
indice maggiore dispari, hanno la stessa parita.

-Corollario: la successicne (8) alterna, a coppie, nume-

ri pari e numeri dispari e quindi numeri che si trova-
no a distanza di due posizioni sono di diversa parita.
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NOTA BENE: & possibile esprimere S':® in funzione di
a8_7pn4+]1 © precedenti anziché dei numeri segquenti a_g,43

e si ottiene

§'q" = M1+ a_gpip - a-gpia)- (10°)

2.2.3 Somma dei primi n numeri di indice pari: Se s' P
indica 1la somma dei primi n numeri di indice pari,
allora

$'p" = ¥(a_pp - a_yn4y) : (11)
Dim: Infatti, sottraendo dalla (9) scritta per i primi

2n+l numeri la (10'), si ottiene la (11).

3- CALCOLO DI a, IN FUNZIONE DELL'INDICE

Per ottenere a, in funzione di n dalla (2), (vedi

n
[2]), come & noto dalla teoria delle equazioni alle dif
ferenze finite (vedi ad esempio [5]) occorre risolvere
1'equazione caratteristica ad essa associata

t3 - t2 -t -1-=0

Dette tl, t2, t3 le sue soluzioni, si avra

anp = c1t™ + ooty 4+ cats”
con Cj, €y, €3 costanti da determinare in base alle
condizioni iniziali (3). Per la soluzione reale t; si

ha: 1<t;<2 e per ottenere un valore approssimato ab-

biame utilizzato due metodi: il metodo delle corde ed
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il metodo delle tangenti.

Abbiamo elaborato un programma in linguaggio BASIC
per ognuno dei due metodi, utilizzando variabili e co-
stanti in doppia precisione. Con il metode delle corde
abbiamo ottenuto il valore maggiormente affidabile t; =
1,839286 alla settima iterazione ed il valore migliocre,
ma che non riteniamo molto affidabile, t; = 1,83928671
all'ottava iterazione. Con il metodo delle tangenti,
alla terza iterazione & stato ottenuto il wvalore
migliore di &4 = 1,83928690 ed anche il valore pid
affidabile tl = 1,839286. Gli errori di calcolo dovuti
all'approssimazione del computer non ¢i hanno consenti-
to di ottenere valori maggiormente affidabili.
Le altre due radici dell'equazione caratteristica sono
complesse e coniugate; posto t,=f+il', t3=p-iI', si ot-
tiene, con 1'approssimazione di 10'5,
-0,41965 < B < -0,41964; 0,60628 < T < 0,60629.
Posto ¢y = h+ik, c3 = h-ik, imponendo le condizioni
iniziali (3), si ottiene 0,18280 < ¢q < 0,18280,
-0,09140 < h < -0,09140; 0,20646 < k < 0,20647.

Se si ricorre alla forma trigonometrica dei numeri

complessi ed alla formula di De Moivre, la (13) si pud
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scrivere in forma diversa: posto 0=V62+r2 e
@=arctgl' /B, si ha
an =

= c1t1n+(h+ik)on(cosne+isenne)+(h-ik)cn(cosne-isenna)

con |e,| = o"|hcosne-ksenne| <k, cioe
= n
ap = €1t + gy
o
4- STUDIO DELLA SERIE &, a x".

1

Consideriamo ora la serie di potenze
00
?n anx (12)

i cui coefficienti sono i numeri individuati dailla (2)
con aj, a,, a; numeri naturali prefissati.Tale serie
converge per X=0 e converge a zero. Per il calcolo

del raggio di convergenza, si ha

n+l

a +1 cltl + En+1
Jlim - um - -t
an cit1” + g4
ed allora la serie (12) converge per |x[<1/t]; = x; e

non converge per |x|=x;, in quanto per x=x) ed x=-x;

si ottengono le due serie

%
Zn Cl e

n
1 n (-1)7c;

M8
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non convergenti. Allora per 1x|<x1 si pud porre

a1xX + ayx? +...+ ax® +... = S(x). (13)

Per ottenere esplicitamente S(x) moltiplichiamo la (13}

successivamente per X, xz, x3. Si ha

alx2 + a2x3 ...+ anxn+1 4+...= X5(x) (14)
a1x3 + a2x4 +.o..4 anxn+2 +... = xzs(x) (15)
alx4 + a2x5 +euot anxn+3 +... = x3S(x) (16}

Ora, sottraendo le (14), (15), (16) dalla (13), ricor-
dando la (2), si ha, sempre per |x|<xy
ajx + (az—al)x2 + (a3—a2—a1)x3

S5(x) = .
l—x—xz—x3

Imponendo le condizioni (3) si ottiene

%2
S(x) = (17)
l—x-xz-x3
da cui, in particolare,
ped n
stk) = 2 = %, (9%.a,.
1
Imponendo come condizioni
al=0, ay = az= a (aeN) (18)
anziche le (3), si ottiene per S(x) l'espressione
ax?
S5(x) = ————— {(19)
1-x-x2-x3
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La funzione (19) risulta somma anche di altre serie
di funzioni su tutto l'asse reale privato del punto

X=Xy . Infatti, poicheé

x2 x2 1

1-x-x2-x3

xl(x2+kx+tl) l—x/xl

con k = 1,54369, allora per [x|<x;, risulta

2
ax
S(x) = ————. F, t,01 %0,

B ¢
x2+kx+tl o
Ancora, poiché
ax i

S(x) = 5 . '
X +kX+tl Xl/x_l

allora, per [x[>%;, si ha
-ax oo n
S(X) = —————. I (x3/x)™.
x2+kx+t;  ©
5- LA TRASFORMATA DI MC LAURIN DI UNA SUCCESSIONE.

Siano f(n) e g(n) due successioni reali definite per

neN, e nello stesso intervallo ICR risulti
£ n = n
F(x) = 2, f(n)x" , G(x) = In 9(m)x™.

Allora la serie prodottc secondo Cauchy delle due serie
converge, hello stesso intervallo, alla funzione TF(x).

G(x) ed il coefficiente di x" nella serie prodotto &
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dato da
f(n)*g(n) = 2. £(r)g(n-r).
Or

Le funzioni F(x) e G{x) wvengono chiamate anche 1le
trasformate di Mc Laurin delle successioni f(n) e g(n)
e vengono indicate, rispettivamente con M{f(n)} e
M{g(n)}.

Se si indica con f£(n) = a(n) l'elemento generico della
(2), con n(T) i1 prodottc n{n-1}...(n-r+1), si dimostra
che, cfr {4],

arr

M{(n+r) TV} = — (20)

daxt.

Per altre proprieta delle trasformate di Mc Laurin
cfr.[4] e la bibliografia ivi contenuta.

Stabiliamo ora il seguente

Teorema: Se F(x)

M{f(n)} e G(x) = M{g(n)}, si ha, per
s=0,1,2,3

F(x)G(x) s=0

M{f(n)*g(n+s)}

s=1 i
G(x) - Z; g(i)x?t

F(x) - s=1,2,3
%S

L
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Dim: per s = 0,1,2 cfr.[4}. Per s=3 basta tener pre-

sente che

. n r _
n%g.} gr gi(r}x® = G(x),

che

G{x}-g(2)x%-g(1)x-g(0)
3

; u r
+ =
n1§£ gr glr+3)x %

e ricordare il prodotto secondo Cauchy di due serie.

6- L'EQUAZIONE DIFFERENZTALE COLLEGATA ALLA RELAZIONE

DI RICORRENZA.

Determiniamo cra, partendo dalla relazione di ricor-
renza {(2) scritta come a(n+3) - a(n+2) - a(n+l) -a(n) =
= 0, l'equazione differenziale che con apposite condi-
zioni relative al punto Xg=0, ammette una ed una sola
soluzione soddisfacente le condizioni iniziali imposte.
Tale soluzione dovra essere definita in un opportuno
intorno U di X3=0 e risultare ivi sviluppabile in una
serie convergente di potenze intere di x. Come & noto,
cfr [4], Teorema I, 1l'equazione differenziale cercata
dovra risultare lineare, cioé del tipo

ay

Cphx)-— +...+ cu(x)y = b(x),
axni
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inoltre dovra ammettere come soluzione, per x=0, la
funzione (17) con le condizioni (3).

Secondo quanto esposto in [4], basta introdurre
quattro serie di potenze convergenti in U i cuil coeffi-
cienti non tutti nulli A, (s=0,1,2,3) soddisfino, per
ogni n e per ogni r, le relazioni di ricorren:za

3 n (s+n-r)! 3

gs gr Ay p—al(s+n-r) = gs cg(nl)al(n+s). (21)

(n-r)!}

DPa notare che la (21} non determina univocamente i
coefficienti in questione a partire dalla conoscenza
dei ci(n) ed a(n).

Ponendo quindi

Agy; = A(i); Ay; = B(i); Ay; = D(i); A3y = E{(i);

si ottiene

(n-r+1)! (n=-r+2)!
8 [A(r)a(n—r)+B(r)—a(n—r+l)+D(r) .
i (n-r)! (n-r)!
{n-r+3)1! 3
.a(n-r+2)+E(r)vf—-~+—a(n-r+3)] = Lg cs(n}a(n+s),
(n-r)! °

cioé

%r [A(r)a{n-r) + B{(r){(n-r+l}a(n-r+l1l) + D{(r)(n-r+2).
1
.(n-r+l)a(n-r+2) + E(r)(n-r+3)(n-r+2){(n-r+l).

.a(n-r+3)] = 0. (22)
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Applicandc ora 1la trasformazione di Mc Laurin al
primo membro della (22), indicando con a(x), B(x),
u(x), o(x) 1le trasformate di A(r), B(r), D{(r), E(r),
con ¥y la trasformata di Mc Laurin della successione
(2) con 1le condizioni (3), tenendo presente il teo-
rema precedente e la (22), si ottiene 1'equazione dif-
ferenziale

dy d2y d3y
a(x)y + B(x)— + p(x)—_z' + c(x)—§ = 0. (23)
dx dx dx
Dal momento che sono possibili diverse scelte di a,B,
B,0, possiamo porre B(x) = -1, p =0 = 0, ottenendo
per a(x) l'espressione

2--x+x3

X—X2—X3—X4

a(x) =

Allora la (23) diventa

dy 2—x+x3
- —++ -0y = 0. (24)
dx x—xz-x3—x4

Da notare che alla (24) medesima si sarebbe arrivati
anche se invece delle condizioni (3) avessimo posto le
condizioni (18).

Si pud verificare facilmente che, se y({x) & solu-

zione della (30) con le condizioni
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n

y{(0}=0, yix)= a.x

n "n

= M8

in un opportuno intorno dell'origine, allora dalla

relazione
= n-1,,_.2_.,3_,4 = Nyo_ 3, =
gn na x (x-x4-x7-x%) + in apx (2-x+x~) =0

si ottiene, annullando il coefficiente di xn, che 1

numeri a, verificano la relazione (2) e le condizioni
(3).

Questo 1lavoro & il risultato della collaborazione
dei tre Autori. Va precisato, se si intendonoc indivi-
duare i singoli contributi, che la stesura dei paragra-
fi 2 e 4 & dovuta essenzialmente a C. Viola; quella
del paragrafo 3 a L. Olivieri; gquella dei paragrafi 5 e

6 a B. Barigelli.
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