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introduzione

Lo studio comparato di vari metodj di generazione di numerij
pseudacasuali mi ha spinto a prendere in considerazione alcune
caratteristiche comuni ai vari generatori ed a studiare la possibilita di
claborare una teoria generale alla quale possano ricondursi gran parte dei vari
metodi di generazione.

I vantaggi di una tale teoria sarebbero notevoli. Si potrebbero conoscere a
priori una serie di proprietd matematiche e statistiche dj una vasla classe G
di generatori, individuandole per analogia ¢ con procedimenti di
generalizzazione e astrazione a partire da quclle dei generatori pid noti. Questi
ultimi potrebbero essere visti come elementi dellinsieme G avent, oltre alle
proprietd a priori, particolari caralteristiche.

In quest’ottica si potrebbero individuare, in G, nuovi generatori
particolarmente significativi, ad esempio cercando la soltoclasse di quelfi che
godono di propricta asscgnate, in dependenza di cerli requisiti o vincoli che
si vogliono siano rispettati nei procedimenti di simulazione,

Nel presente lavoro propongo un inquadramento della teoria generale,
deducendo da essa criteri per lo studio di alcune softoclassi di G.



A. Maturo Ratio Mathematica Num.1 - Maggio 1990

2. Definizionl fondamentali e criteri per la costruzione
di successioni di numeri pseudocasuali

Siano (Z,+,+) lancllo degli interi modulo m, (S, @, ®) un ancllo
commutativo unitario & . una operazione eslerna in S avente Z; come
dominio degli operatori.

Utilizziamo, in seguito, con abuso di notazione, i simboli Z,, ¢ S per
indicare non solo i sostegni dei corrispondenti anclli ma anche gli anclli stessi.
Indichiamo con lettere latine gli elementi di S e con lettere greche quelli di
Zon-

Per semplicitd di notazione, e quando cid non dia luogo ad quivoci, sara
spesso utilizzata la notazione moltiplicativa usuale per le operazioni +, « ¢
® e quella additivausuale perle +e @.

Allo scopo di costruire successioni di numeri pseudocaswali introduco le
seguenti deflinizioni,

Definizione 2.1 Diciamo che S & un’algebra di supporio di dimensione nsu Z
a» S€ sono soddisfatte le seguenti proprieta

(P1) S &, rispetto all’operazione esterna +, un’ algebra su Zpy;
{P2) esiste, in S, una base B formata da n elementi a cui apparticne Punild

udi§;

(P3) esiste, inS, un clemento xtale che ghi clementi di B coincidono, tranne
al pid I'ordine, con le potenze x° =u, x, 2, oy L

(P4) Pelemento x 2 invertibile rispetto a ®.

Dalla definizione 2.1 si deducono i seguenti

Corollario 2.1.1 Il numero di elementi di S & m".

Corollario 2.1.2. Glielementi a+u, con «a € Z,, formano, rispeltoa @ ¢
® un sottoanello di S isomorfoa Z,,.

Corollario 2.1.3, Sen=2, alloraxe B e x #u.

Delinizione 22, Chiamiamo funzione di supporto una lunzione :5-+Z,,
dove S & un’algebra di supporto su Z.

In questo lavoro si assumera I'ipotesi "lincare omogenea”
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(LO) la g & un epimorfismo fra le strutture (S, @, *) e (Zm, +, *), dove,
al paridi *, anche ¢ & vista come operazione esterna con dominio di
operatori Zm.

Sia a € Z,,. Allora a ¢ una classe di residui modulo m ¢ si pud
determinare il minimo intero non negativo r{a) tale che r(a) €a:

Delinizione 2.3. Chiamiamo funzione ausiliaria di primo tipo,la
(2.31) X: a€ Zy—» r(a) /m € [0,1)

Siah un intero positivo fissato. Datalah-pla a = (a,3,..a) di elementi
di Z, indichiamo con n(g) il numero razionale che, nel sistema di
numerazione in base m, si esprime nella forma 0. r(ay Yr(ay }..x(ay)

Definizione 2.4 Chiamiamo funzione ausiliaria di secondo tipo la
(2.2) w: ae (Zm)h- n(a) € [0,1)

La funzione y oy fa corrispondere a successioni di elementi di S
successioni di numeri razionali nell’intervalio [0,1). Esse, se soddisfano a
opportuni tests stalistici si possono ritenere pscudocasuali.

SeW = (yy, ¥y, ..., ¥y) & una h-pla di funzioni di supporto,anche la w o 1
fa corrispondere a successioni di elementi di § successioni di numeri razionali
nell'intervallo [0,1).

Si pud ritenere che l'uso della (2.1) & opportuno per m mollo elevato (ad
esempio dell’ordine di 10'%), mentre uso della (2.2), con h tale da rendere m"
abbastanza grande, lo & per m piccolo. Ad esempio pud essere usala perm=2
o per m=10,

Notiamo che, per h=1, la (2.2) si riducc alla (2.1).

Si potrebbero introdurre anche altri tipi di funzioni ausiliarie. In qucsto
lavoro perd ci si limiterd a considerare esclusivamente le x ¢ w. Cid non &
restrittivo , in quanto i risultati ottenuti sono quasi tutti indipendenti dalla
scelta della funzione ausiliaria.

3. Caratterizzazione delle algebre di supporto

Supponiamo che $ sia un’algebra su Z,, soddisfacente le (P1) e (P2), con
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base B = {x, =W, Xy,-..X.1}.
Ogpni x € S & esprimibile, in una sola manicra, nella forma:

n-1
3.1 x= 20 a

con opportunt o; € 7.

Se x, ¢ %, sono due elementi qualsiasi della base esislono, allora, in Z,,
degli elementi y; tali che:

n—1

(32) Xe Xy =D, Ve Xi
i=0

Al variare di s,t,i si ottengono n? clementi Yaii» detli costanti di siniitura,
dell'algebra, dai quali & possibile determinare ogni prodolto xey con x e y
scelti arbitrariamente in S,

Infatti, se

n-—1 n-1
(33) x=» ax , y=p» Bix,
i= i=0
risulta:
n—1 n—1 n-1 n-1
xy=Yy asxs: 3 Pix o5 Y 2 asxsfx
s=0 t= s=0 t=0
¢, perla (3.2),

n—1 n—-1

n—1
(3.4) x-y= 2 ( 2 z Qg Vsti By )xi
i=0 =0 t=0

Le grandezze y ; non sono indipendenti.
Le relazioni di associativitd (x, x.)x, - x(x; x, } implicano che, per ogni
scelta degli indici i, 1,8, t, da 0 a n-1 valgono le formule

n-1 n—1

(35) > it = 2 Viji sy -
i=o0 i=0
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Le relazioni di commutalivild x, «X; =X, X , implicano che, per ogniscelta
di s,t,i, risulta:

(3.6) Ysii = Visi

1l fatto che x, =u implica, infine, che, per ogni scelta di s ¢ i, si ha:

0 per s#i
3.7 Yosi = ¥soi = { 1 ier s =i

Le (3.5), (3.6),(3.7) caratterizzano la struttura moltiplicativa delle algebre
soddisfacenti le (P1) e (P2).

Infatti, sia S un modulo su Z rispetto all'addizione® in S e
alloperazione esterna « ¢ sia B = (g, xy, ..., X,.;} una sua base.

Si pud dimostrare il seguente

Teorema 3.1 Asscgnali gli elementi y,; di Z;, con s,t,i appartenenti a
{0,1,..,n-1}, soddisfacenti le (3.5), Ia (3.4) delinisce, in S, una
moltiplicazione ¢ tale che (S, +, ¢, ) 2 unalgebrasuz,,

Tale algebra & commutaliva se vale la (3.6). E’ unitaria con x,=u se vale
la (3.7).

Supponiama ora che I'algebra S sia di supporio e che gli elementi di B siano
ordinati in modo che x;=x* perse {0,1,..,n-1}. Per n22 ¢ x;=x e la (P3)
equivale alle relazioni x| ¢ x; =x;, 1, per0 < s < n-1, ossia alle:

o o _ )0 perizs+1
(38) Yisi = Vsii _{] per i=s+1 °

Poich¢ B & una base , esistono ¢ sono univocamente determinati, degli
elementi fo, 8y, .., B, di Z, taliche:

n—1 n-1 \
(3.9) =3 fix; = ¥ Bix'
i=0 i=0
La (3.9) si pud scrivere
n—1
(3.10) x(x"N =3 Bix') =Bou

i=1
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da cui segue che, se B & invertibile in Z,,, risulta;

n—1 .

(3.11) x (B x5 T AT =
i=1

La (P4) & allora soddisfatta se risulta

(3.12) Bo 2invertibile in Z,.

Supponiamo che sia n = 2. Poichg x =x, ponendo y =x,_;, dalla (3.4) si
deduce

n-1

(3.13) x" =_20 Y1n-1i Xi
S

e, poiche B & una base, seguono le uguaglianze

(3.14) Bi=Yini, VYie {0,.,ni}
n—1

(3.15) = s goxitE
i=0

Poiche, per ogni coppia (x,x) di clementi di B, risulta x, ox,
=x" o' =x*', la (3.15) implica, ragionando per ricorrenza su k, che le Vst
sono tutte determinate a partire dagli n valori §;.

Chiamiamoi f; costanti caratteristiche dcll'algebra di supporto S.

Osserviamo che dalla (3.15) si deduce la

n—1
(3.16) xk - ﬁ_ol x n+k _ E ﬂal ﬁ' xi+k

i=1

particolarmente utile per k negativo , in quanto ci permette di oltenere, per
ricorrenza, le potenze negative di x in funzione degli elementi della base.
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4. Modelli isomorfi con sostegno Z 1,

Consideriamo I'insieme V=27 dclle n-ple di elementi di Z,,.
Introduciamo, in V, una addizione @ e una moltiplicazione + di un elemento
di V per un elemento di Z, , ponendo, per x = (ag ay,..a,.4),
y=B0B,wBr)inVe w in Z,,

(4.1 x@y =(agtfo, a+fy o apy +Baa)
{4.2) e x = (wap,way, .,wa, ).

Rispetto alle operazioni cost definite,V & un modulo su Z,,. Esso possiede
basi formate da n elementi. Sia A = {yg, vy, ..., 4.1} una di tali basi.
S;a/ S una algebra su Z, soddislacente le (P1) e (P2) e sia
B- = {xg, X, ..., X;.1} unasuabasccon x, = u.
- L’applicazione

.\
\

g I n—1 n—1
Iy Py ax €85 - > ay eV
N i=0 i=0
P

& un isomorfismo [ra §,considerato con la sua strutlura di Z,,- modulo, e V.

Si pud introdurre, in V, una struttura moltiplicativa ponendo, per
definizione,

(4.4) xy=pl - '0)), ¥ x,yeV.

Intal modo V, rispetto alle operazioni ivi definite, soddisfa le (P1) e (P2).
Cid pud esserc verificato, anche a prescindere dalie propricta
dellisoformismo ¢, dall’esame delle costanti dei struttura.

Infatti  la  (4.4) equivale all’affermazione che, se
n=—1 n—1

x = 2 a Yy o, y= 2 Biyi ele vy sono le costanti di strultura
i=0

dell’algebra S, allora

n-1 n-1 n—1

(4.5) Xy= E ( E E as Yai By )Yi

i=0 s=0 t=0
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Le (3.5), (3.6), (3.7), valide per le ipotesi su S, ¢ il tcorema 3.1 assicurano
allora che V & un’ algebra su Z,, soddisfacente le (P1) e (P2) ¢ tale che
Yo= .

Vale il seguente

Teoremad4.1. Se S ¢ un’algebra su Z,, soddisfacente le (P1) e

(P2) , definendo in V una moltiplicazione « ,. per mezzo delle (4.3},

(4.4), o in manicra equivalente delfa (4.5), V assume la strultura di algebra
su Z,, isomorfaad S ed avente le stesse costanti di struttura,

Supponiamo ora che $ sia un’algebra di supporto.

Sia x I'elemento di § soddisfacente le (P3) e (P4) e ammettiamo che gli
elementi di B siano ordinati in modo che % =x, per i =0, 1, ..., n-1,
Introdotto I'isomorfismo p, sia y = ¢(x). Dalla (4.4) o dalla (3.8) si vede subito
che y; =y, che la (3.9) equivale alla

n—1

(4.6) yh= Eo Biy'

e che la invertibilita di x implica quella di y.
Le considerazioni svolte si possono riassumere enunciando il seguente

Teorema 4.2 Sia S un’algebra di supporto di dimensione n su Z,,, avente le
costanti caralteristiche f§; e sia y=¢p(x). La (4.6) ¢ le condizioni yi=yj
deliniscono, in V, unastruttura moltiplicativa rispetto alla quale V ¢ un algebra
di supporto su Z,;, di dimensione n isomorfa, tramite la ¢, ad S.

Come vedremao in seguito, fissati in Z gli elementi f; in modo tale che
Bo sia invertibile, esiste (ed & unica a meno di isomorfismi) un’algebra di
supporto S che hale 8; come costanti caralteristiche.

Di conseguenza vale il seguente

Teorema 4.3 Fissata, nel modulo Vsu Z, labase 4 ={y, 1, ¥ 01}
¢ fissati,in Z, glielementi g, 8), ., f,.4 takiche B, siainvertibile, esiste,
¢d & univocamente definita, una moltiplicazione * in V tale che, rispetio ad
essa, V & un’algebra di supporto di dimensione n su Z,, ed inoltre

(M1) Yo=u ¢ pernz2,y =y,
(M2) vale la (4.6)
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5. Esempt di costruzione di successioni di numeri
pseudocasuall a partire da algebre con sostegno V

SiaV=Z 1 il modulosu Z, definito nel paragrafo precedente e sia
B = {x4,%1,..%,.1} una base qualsiasi di V.
Per il teorema 4.3, fissati in Z,, degli elementi fy, By,..8,., sono

determinati degli elementi y; soddisfacentile (3.5), (3.6), (3.7),(3.8), (3.12)
e, pern = 2, la (3.14),

La (3.4) definisce, allora, una molliplicazione rispetto alla quale V ha la
struttura di algebra di supporto.

Inessaxg=ue, perle (3.8), x,= (xl)i. Poniamo, come al solito, x=x,.

Sia ¥ una funzione di supporto (LO).

Malti generatori di numeri pseudocasuali possono essere ottenuti come
* casi particolari del seguente procedimento

(G1) si considera, in Z,, la asuccessione di termine gencrale
k
Y«=¥ (x'), conn & Ny;

{G2) si trasforma, per mezzo di una funzione ausiliaria, la succes-

ssione ottenuta in una, {7, }yeng di numeri razionali nelPinter-
vallo [0,1).

Prescindiamo, per il momento, dalla funzione ausiliaria e chiamiamo, con
abuso di linguaggio, non essendo ancora state verificale le proprieta statistiche
€ non (raltandosi di elementi di [0,1), successione di numeri pseudocasuali fa
{7k }kemo

Cominciamo con I'esaminare il caso in cui B 2 la base usuale, ossia, per
ogni i, %,y ha la componente i-sima uguale a 1 e le altre (utte nulle.

In tal caso vale il seguente

Teorema 5.1 Data la matrice, di ordine n,

00 ..0 B
(5.1) Aol O 0B

00 ... 1 Pacy
le potenze di x soddisfano alla relazione ricorrente

{5.2) xKt o A xk , perogni ke Z,
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Dimostrazione. E’immediato verilicare che la (5.2) & valida per
0< k < n-1. Ammesso che essa valga per 0 < k < h, conun fissato h= n-1,
risulla, per la (3.15),

n—1 . n—1 .
(5'3) xh+2= E ﬁixl+|l+2"n = A 2 ﬁixl+h+1“l1= Axh+1
i i=0

i=0

per cui essa vale anche per k=h+1. In base al principio di induzione
matematica la (5.3) & alloza valida per ogni k € Ny,

La relazione (5.3) si pud anche scrivere, dato che A & invertibile, poich2
tale & ﬂo,

(54) x¥= A1 x**1 | perogni keZ
Essa ¢ valida per ognik & Ny

Ammesso che valga per 0 = k = h, con un fissato h =< 0, risulta, per la
(3.16),

n-—1
(5‘5) xh—l= ﬂal xl‘|+h"1 — '21 ﬁ(_]—l ﬂixl+h_l=
l=
n—1 .
— A—l(ﬂ(‘]"lxn"’h - E ﬁa‘l ﬂixl.’—h) = A—lxh ,
i=1

per cui essa & valida anche per k=h-1. In base al principio di induzione
matemalica la (5.2) & allora valida anche per valori negativi di k.

Dal teorema 5.2 si ottengono i seguenti
Corollarie 5.1.1 Le potenze di x soddisfano alla relazione

(5.6) xK=A¥%x,

ossia, detto a{} 'elemento generico della matrice Ak ,
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(5.7 =

Dimostrazione. La (5.6) ¢ vera per k=0. Se essa & vera per k =h >0
risulta x! 1 = Axh =A(Ahx0) = Ah “xo e quindi ¢ vera anche per k=h+1.
Seessadveraperk=-h < 0 risutax™!= Al = Ala hxo) =A‘h‘1x0 e
quindi & vera anche per k=-h-1.

Corollario 5.1.2 La successione di termine gencrale y, soddisfa alla
relazione

(5.8) Ye=voAkx,
dove yg & il vettore riga [y (x o), v (x1), ..., ¥ (x o.9)], ossia alla:
(59)  ye=yxoafy +v(xpaf + .t pxpak; .

Dimostrazione, Se B & una qualsiasi matrice di ordine n e
V= [ V5, Vs ooy Vaq ] & un qualsiasi elemento di V, risulta, per le propriela di
linearita diy,

(5.10) $(Bv) =y Bv

La (5.6) implica allora la (5.8) e la (5.7) implica la (5.9).
Esempi notevoli di [unzioni di supporto (LO) sono:

S)VzeV, v =z (i-simacomponentc di z) ;

DVzeV, v@)=3 5 ;

i=1
n
SHVzeVv, pE=3 q zi, con a; € Z, elaliche almeno
i=1
uno di essi sia invertibile.
La (83) include, come casi particolari, i primi due,
Laespressione di y, siriduce, nei tre casi considerali, rispettivamente alle
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(5.11.1) Y = a%,
n
(5.11.2) Y= 3 af,
i=1
o k
(5113) yk = 2 Cfi ﬂi] .
i=1

Consideriamo ora il caso in cui la base B = {xg, xy, ..., x, 1} non sia quella
usuale. Sia F = {z3 z{,.., 2,41} esia B la matrice avente come colonne i
veltori Xp Xy .y X1

Se v & un qualsiasi elemento di V e v" ¢ il vettore delle sue coordinale
rispetto alla base B risulta

(5.12) v=E8Bv, v =Bly

Sia le potenze di v € V che le relazioni fra essc come la (4.6) non
dipendono dal sistema di riferimento scelto.

Usando come sistema diriferimento labase B j vettori Xg, X, s X1 hanno
come vettori delle coordinate quelli della base usuale per cui dalla (5.2) segue

(5.13) xK+ET o p KT
Allora, per la (5.12), risulta
(5.14) x¥*1 - BA BYx¥,

Posto A" = B A Bl Ie (5.6) e (5.8) sono, in tal caso, sostituite
rispettivamente dalle

(5.15) x¥ = Ak x,
(5.16) Yk - !p() A*k XU .

Presentiamo un esempio di algebra su V che, pur soddisfacendo le (Pl)e
(P2), non & di supporto .

Si assuma, in V, la base B in modo che sia xg = (1, 1, ..., e, periz0, x
uguale al vetlore (i + 1)-simo della base usuale.

Definiamo, in V, una moltiplicazione ponendo, per x = (ag, @y, -y 1)

ey= 080,)61, ""ﬁn—]) ’

114



Num.1 - Maggio 1990  Ratio Mathematica A. Maturo

(5.17) xy = (aofo, @18, manq Ba1)

St pud facilmente dimostrare che la moltiplicazione (5.17) gode della
proprietd associativa e di quella distributiva rispetto alladdizione in V ed
inoltre che valgono, rispetto al complesso delle operazioni, i vari assiomi di
un’algebra. 1l fatto che, rispetto alla (5.17), V & un’algebra si pud anche vedere
mostrando che le costanti di struttura verificano le (3.5).

Infatti la (5.17) implica le

Xt per s =0 oppures =t
(5.18) X ¥ = {x, per t=0
0 negli altri casi
per cui
1 per s=0¢ei=1,
(5.19) Ysti =1 oppureperi=0¢ i=s5 oppureper s={=1i ,
0 negli altri casi

Le formule (3.5) si riducono a

Yeso ri v Vess Yai = Vi Yas  Yri Ysu

Considerando tutli i possibili valori di r,s,4,i, tecnendo conto della (5.19) si
vede che le (3.5) sono soddisfatte. Allora, in base al teorema 3.1, V ¢
un’algebra.

Sex=(f,, B, - Ba.1), la (3.1} siriduce a

n—1

x=foxo + X B ~ Bo)x;

n—1
eviceversa,se X = 3 o x;, risulta
i=0

x =(ag,ay + ag .,a,_y + ap.
Si puo osservare che, per n > 1, la (5.17) implica che x;y = B, x, e, in

particolare, X;3 - ;. Segue che x;, essendo diverso dall'unita, non & invertibile
€, per n > 2, nessun x pud soddisfare alla(P3).
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Lalgebra costruita non & di supporto per nessunn > 1.

6. Algebre di supporto di dimensione 1 o 2 e successioni di
numeri pseudocasuali ottenute da esse

Consideriamo le algebre di supporto di dimensione 1. Per il teorema 4.2
non si viene meno alla generalith ponendo S=V=27_ .
Un’algebra di supporto di dimensione 1 viene allora costruita

introducendo una opportuna moltiplicazione in Z,, consideralo come
modulosuZ, .

In base al corollario 2.1.2, tale moltiplicazione non pud che identificarsi
con quella ordinaria in Z,,,,

Poiche,in tal modo, sono soddislatti gli assiomi (P1), (P2), (P3), (P4), scgue
che esiste un'unica algebra di supporto di dimensione 1 su Z,,, avente la base
B ={x) =1} el'unica costante di strultura ygy = 1.

Se x 2 unelemento invertibile di Z,, ¢ §, = x, la (3.9) si riduce alla

(6.1) x=foxg = Pox°
ele (3.15) e (3.16) si riducono, rispettivamente, alle

(62) Ik+] =ﬁ0xk : xk =ﬂ‘~1xk+1.

Se y & una lunzione di supporto (LO) risulta, aliora

(6.3) v =By , vi"'h =gpik .

Poniamo y (x*y =y, |, By =4 , Y1) =y,.
Le (6.3) si riducono alla relazione ricorrente, in Zow

(6.4) Yk+41 = ayy , con yq assemato.

Ala successione {xk}k e no delle potenze di x corrisponde tramite la y,
la successione (6.4) ossia il generatore moltiplicativo con molti plicatore r(a) e
seme r(y,).

Si noli come il fatto che Sy sia invertibile si traduce nella classica
condizione (r{@), m)=1.
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Poiche ¢ & un epimorfismo [ra gruppi additivi aventi una molliplicazione
esterna con dominio di operatori Z,,,, per ogniy € Z,, deve esistere un z€ Z,,
tale che ¥(z) =zy (1) =y. Cid awicne se e solo se (1) 2 invertibile.
Questo fatto, in riferimento al generatore moltiplicativo, si traduce nell’altra
classica condizione (r(y;),m) = 1.

Consideriamo ora le algebre di supporta di dimensione 2.
Sempre per il teorema 4.2, si pud prendere S=V=2Z_, e costruire

un’algebra introducendo una opportuna moltiplicazione in V considerato
come modulo su Z .

Sia A = {x, X} una base di V ¢ imponiamo le condizioni

XoXp = Xg
(65) XDX1=XIX0=X1
x1xy =g xg +x,

con fy invertibile in Z,,

Esse si traducono nel fatto che le matriciyg,; , con i fissato, delle costanti
~ di struttura sono '

Vg sto] = s lrsul =
0 ﬁo 1 ﬂl

St pud facilmente dimostrare che tali costanti soddisfano le (3.5),(3.6),
(3.7), (3.8), (3.12), per cui definiscono un’algebra di supperto, in cui Xy =u.

Se y=8pxg+3,x e z=ypxp+y;x;, inbase alla (3.4) risulta

1

1
20 ans Yt Ysti ) Xy,

t=

1
(6.6) yz= _20

s
ossia, per Ie (6.5),
(67) y-z=(vo+311181)x+ CBryg+dgy; + 31716 )x,
Poniamo x| =x. L’ultima delie (6.5) si pud scrivere

(6.8) 12=ﬁux°+ﬂlx
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ed & un caso particolare della (3.9).
Le (3.15) e (3.16) si scrivono, rispeltivamente

(69) xk+2 = ﬂoxk +ﬁl xk+1
(6.10) Ik = ﬁal xk+l _ﬁa] ﬂl xk'i-l .

Sia ¥ una funzione di supporto (LO). Risulta, per le (6.8) € (6.9),

(6.11) P ) = By p ey + By p xFY.
Poniamo
(6.12) v =y*, Bo=ay, B, =a.

Le (6.11) si riducono alla relazione ricorrente, in Z,,
(6.13)  yy42 = agyo + ayyys1, con yg e y, assegnati .

Alla successione {xk}keNo delle potenze di x corrsponde la successione
ottenuta dalla (6.13), ossia dal generatore lincare omogenco del 22 ordine.,

Per r(ag) =r(ay), 1(yg) =0, r(y,) = 1 esso fornisce la classica successione di
Fibonacci modulo m,

I fatto che yr sia un epimorfismo implica che, per ogni y € Z,,, esistono
ag € ay taliche

(6.14) agygtayy, =y,

ossia che lideale in Z,, generato da yj e y; coincide con Z,,,. Cid awiene o se

almeno uno fra yg ¢ y; & invertibile, oppure se non esistono divisori dello zero
che dividano sia y, che y;.

Infatti la {6.14) ammette soluzioni se e solo se ammeltte soluzioni intere
r{ag), (), k Pequazione

(6.15) r{ag)r{ve) + rianr{y) + km = r(y),

ossia se e solo se
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(616) D(r@o),r&1), m) = D(r(yo), r(y), m, r()).

Se uno [ra yp e y; & invertibile oppure non esistono divisori dello zcro che
dividano sia yy che y; risulta D(r(yp), r(y;),m)=1 e quindi la (6.16) &
soddisfatta. Se, invece, esiste un divisore dello zero 8 che divide sia ¥y che
yr allora la (6.16} ammelte soluzioni solo se & divide anche y. Non ammette
soluzioni se, ad esempio, y & invertibile, dato che, in tal caso, D(r(y),m)=1.
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