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Sia i il campo ordinato dei numeri reali e 1 uno spazio vettoriale 3—dimensionale
reale.
Denotiamo con

q::i+i:ixi

L’INSIEME DELLE “SOMME FINALI” DI UN NUMERO REALE CON UN VETTORE,
OVVERO UN’ESPRESSIONE FORMALE DEL TIPO

a+l conaei Uei
(13 H H 7 r - 4 ..
ovvero una “coppia ordinata (a, u) del prodotto cartesiano i x i.

Se, per ogni coppia ordinata a+{', b+V e (, definiamo un’operazione (+) in
ponendo:

(a+U)+(b+v):=(a+b)+(U+V)

la struttura algebrica (q], +) risulta essere un gruppo abeliano.

Una seconda operazione (*) puo essere definita Va+U4, b+V e q ponendo:

(a+U)x(b+V)=ab+bli+aV+(lAv-0-V)

Si prova con facilita che la struttura (], +, *) & un corpo, non valendo la proprieta
commutativa della seconda operazione.

Gli elementi di g, nella sopraindicata struttura algebrica, si dicono guaternioni
ed il corpo costruito si dice corpo dei quaternioni. Se introduciamo ancora
I’operazione “esterna’ definita ponendo:




k-(a+U):=k-a+k-U=ka+kl Vkei,Va+l eq

la struttura algebrica (Q], +, *, -) prende il nome di algebra dei quaternioni.

E IMPORTANTE INTRODURRE ORA LA NOZIONE DI NORMA.

Quale che sia a+1i e q, si chiama norma I’applicazione

g1

definita ponendo:
la+Uff =a® +u?

essendo u lanorma di & in .
Si chiama inoltre quaternione coniugato di a -+ il quaternione

—F r
a+u=a-u

E IMMEDIATO PROVARE CHE:

1) (a+l)*(a-l)=(a-U)x(a+l)=[a

@ @d-—@-f

Spesso ¢ utile scrivere

essendo {{ ; II<} una base di versori di 1.

SI PROVA FACILMENTE CHE:



(@) iP=j=k=r’=-1
@) ij=—ji=k; k=—Kj=i:Ki=—ik = ]
Si prova inoltre il seguente ovvio ;
TEOREMA 1.Sia r € un fissato versore. Allora risulta ({a+br}, +, *);E .

TEOREMA 2. Sia q = a+br = p(cosl9+F send) un quaternione. La
trasformazione
[ I 1
y=0*X*q
& una rotazione di asse F ed ampiezza 29.
Dimostrazione.
St ha r r r rr rrr
y=0*X*q " =c0529 X —sen23(X AT )+2sen’J(X-r)r
La trasformazione I;nearer; infatti i !
A (A% + %)+ g = 2(qxx * g7 )+ p(a*x,*q )

ed e tale che

r ro AT

¥l =< xea] = al [x{llal = x|
Per X=F risulta § =F cioé Fé un vettore unitario.
Sia a+br =cosd+rsing un quaternione unitario.

CONSIDERIAMO:

e (ke F)F o ok 2ab(kaF) b2 k- (k-F) P
= (a2 —b?) X —2ab(X A )+ 207 (X-F)F =

essendo, in generale:

(aanb)ac=(ac)b—(bc)a



Supponiamo ora che >'<1 sia ortogonale ad 1, cioé che sia:
X T =0.
Risulta allora: ) ; .
Y, = €0S29%, +5sin29(x AT)
e quindi: . C
y,-F =c0s29(x,-r)=0
Segue allora che I’angolo dei due piani (>'< F) ed (', ?) e dato dall’angolo dei due

vettori >'<1 ed )'/l.

Si ha:
rr r
VX, = cos29| x|
e quindi
(r
XY, = 28
r
X |V
! I
X Y1

Poiché la trasformazione {/: q *>r<=1<q’l e lineare, deve esistere una matrice A =
A(q) tale che:
[ r [
y=Q*X*Qq = AX
Essendo, inoltre:
r ro . r rr 2o L INT
y=0#*Xx*q" =c0529 X —sen29(X AT )+2sen*I(X-r)r
passando alle componenti, risulta:
! ! -
il + Y, )+ Yk =



I I I
]k
roororo . rr r
:cosze(xll +X, ] +x3k)—5|n29 X, Xy Xg|+2sin*0 (X1 + X1, +x3r3)-(r1| +1, ] +r3k)
r1 r‘2 r3

da cui:

Y, = C0520%, —SiN26 (X,1, —1,X; )+ 25in’0r, (X1, + X,1, + X1, )

Y, = C0S20X, +SiN26 (X,I; — X, ) + 2Sin’0, (X1, + X, I, + X1, )

Y3 = C0520X; —SiN20 (X,1, —1,X, ) + 2SiN°0L, (X1, + X,T, + X,1;)

ed ordinando:

Y, =(C0520 + 2675in0) X, +(~1,5In20 + 21,1,5IN°0 ) X, + (1,5In20 + 21,1,5In*0) ) X4
Y, =(r,sin20+ 2nr,sin’0) x, +(cos20 + 21;sin’0) x, +(-1,sin20 + 2r,r,sin’0)
Y, =(-1,5In20 + 21,1,5in°0 ) X, +(1,SiN20 + 21,150 X, + (05260 + 21 5in°0 ) X,

Se ora poniamo:
a =CosY
b =sing

in maniera analoga otteniamo:
[ [ I

i ]k

r rr TN L 2 ! .
A +y21+y3k:(a -b )(Xll +x21+x3k)—2abx1 X, Xg|+2b (x1r1+x2r2+x3r3)-(r1| +rj+rk

rl r-2 r3

da cui, passando alle componenti:
Y, =(a" =b%)x, = 2ab (X,1, = 1,X ) + 20°, (X1, + X1, + X1, )
Y, = (2% =b%) X, + 2ab (X1, — (X ) + 20°T, (X1, + X, T, + X,
Y, = (8% —0%) X, —2ab (X1, — 1,X, ) + 20°, (X5, + X1, + X))
OVVero:
y, =(a* b + 2077 ) x, +(—2abr, + 2b75r, ) x, +( 2abr, + 20°r, ) X,
Y, =(2abr, +2b%r,5 ) x, +(a® —b? + 20717 ) x, +(—-2abr, + 2b%r,1, ) X,
Y, =(—2abr, + 2b%rr, ) x, +(2abr, + 20751, ) x, +(a® —b% + 20°r7 )
Se ora poniamo:

a’—b*+2b’r?  —2abr, +2b%rr, 2abr, +2brr,
A=| 2abr,+2b%rr, a’-b®+2b’*7 —2abr, +2b°r,r,

—2abr, +2b’rr, 2abr,+2b’r,r,  a*—b*+2b%r}

risulta proprio y = AX.

r

r

r

)



Dobbiamo provare che questa matrice & ortogonale. Si osservi che & funzione di
29 (angolo di rotazione) e di r .

2 2 2,2 2 2 2 2 2,2
(a® —=b” + 20 ) (2abr, + 2b°rr, )+ (—2abr, + 2b%gr, ) (a° —b® + 2071 ) +
+(2abr, + 20,1, ) (—2abr, + 20°r,r, ) = (a® —b? ) (2abr, + 2b%rr, — 2abr, + 2b°rr, ) =
= (a2 ~b? )4b2r1r2 +2b%r? (Zabr3 + 2b2r1r2)+ 2b%r} (—Zabr3 + 2b2rlr2) =

a’—b’)4b’nr, + 20 (7 2abr, + 2 2b%nr, — 1 2abr, + r} 2b%nr, )

0 -n r, L r
A=(a’-b%)l;+2ab| r, 0 -n|+2b°Lor|n T, T
-, I 0 nr n
%—J H—J
det=0 det=0
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